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Krafte. (1840.) Herausg. y. A.Wangeiin. 2. Aufl. (603,) ^—.80. 
ß. FlSohentheoria. (1827.) Deutsch lieransg. v. A. T.Wangerin. 

Dritte Anflage. (64 S.) Jf —.80. 
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!!■ Oalile» Qalilei, Unterred. u. mathem, Demonstrat. Ober zwei neae 
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Ausd.ital, itbers, u. herausg. v, A, v. Oettingen. (142 S.) Jf3.- 
14, C F. flanss. Die 4Beweise der Zerleg, ganzer algehr. Funktionen us 
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Lat. übers, n. hrsg. V.A.T. Oettingen. 2. Aufl. (1413.) J/l.—. 
25. Anh.z.3.u.4.Tag,6.u.6Tag,rait23Fig.iinTest. Ausd.Ital. 

u. Latein, übers, n. herausg. V. A. T.Oettingen. (66 3.) ^ IM. 
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von C. Neumann. Mit 10 Fig. im Teit. (96 3.) J( 1.60. 
46. Abhandig. über Variations-Reclinnng, I. Tieil: Abhandlungen von 

Job. Bernonlli (1696); Jac. Bernonlli (1697) u. Leonbard [ilaler 

(1744). Herausg. T.P.Stäckel. Mit I9Teittflg. (144 3.) Jf%—. 
47. n. Thell: Abhandlungen toji Lagraöge (1762, 17701, 

Legeildrc (1786) und JacöM (1837). Herausgeg. von P. 3täckel. 

Mit 12 Testfiguren. (HOS.) ^1.60. 
53. G. ¥. Ganss, Die Intensität der erdmagnet, ICraft auf . 

anrückgefOhtt. Herausgeg. von E. Dorn. (62 3.) ^ 
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J(i.20. 
> 61. 6. Oreen, Versuch, die math. Analysis auf die Tbeoiien ä. Elektvie. 
u. des Magnetismna aniuwenden. (1828.) Herausgegeben von A. v. 
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wegungen. (1868.) Herausgeg. von A. Wangerin. (80 8.) J( 1.30. 
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Rein analytischer Beweis des Lelirsatzes, 

daß zwisclieu je zwey Werthen, die eiü eütgegeugesetztes 

Resultat gewähren , wenigstens eine i'eelle Wurzel der 

Gleichung liege. 



Bernard Bolzano. 



[3] Vorrede, 

Zwey Sätae in der Lebre von den Gleicimiigen gibt es, in 
BetreEf deren man noch vor Kni'zem sagen konnte, daß ein 
völlig riehüger Beweis derselben unbekannt aey. Der eine iat der 
Satz: daß zwischen je zwey Werthen der unbekannten 
Größe, die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, 
allemahl wenigstens eine reelle Wnrzel der Gleichung 
liegen müsse. Der andere lautet: daß jede algebraische 
rationale ganze Function einer veränderliehen Größe 
sich in reale Pactoren des ersten oder zweyten Gra- 
des zerlegen lasse — Von dem letzteren Satze bit una 
nach mehreien mißlungenen Versuchen eines d -ileinbeyt Euln 
de Foneenex La Giatige Li Place A!ugd n Ä im vorigen 
Jahre [4] endlich II Gauß em paai Leweise geliefert die 
kaum mehr etwas zu ^Mlnschen llbiig lassen dürtten Es 1 e- 
Bchenkte uns zwar diese voitieffliehe Gelehite schon lu dem 
Jahre 1799 mt einem beweise tiir diesen Satz*] der aber noch 
den von ihm selbst e ngest^denen Tehler hatte d iß ei die lei i 
analytisuhe Wahiheit auf eine geometrische Betrachtuns; 



posse. Helmstadii. 4°. 1799. 
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4 Bernard Bolzano. 

giüntlete. Seine zwey Leitesten Beweise*) aber äiiid auch 
von diesem Fehler ganz frei; indem die trigonometrischen 
Functionen, die in dem letzten vorkommen, in einer rein 
analytischen Bedeutving aufgefaßt werden kfnnen und sollen' 

Der andere Sata, dessen wir oben erw'ihnt, gehört zw^i eben 
nicht zu denjenigen Sätzen, welche das Nnchdenkeu dei Oielehr- 
ten bisher auf eine ganz voraügliche Weise besohiftigt hätten 
Inzwischen finden wir doch, daß Mathematiter von gioßem 
Ansehen sich mit diesem Satae befaßt, und schon verschie- 
dene Bewciaarten für ihn versucht haben, [5] Wer sich hievon 
Überzeugen will, vergleiche nur die verschiedenen Darstellungen, 
welche von diesem Satze z. B. Kästner**), Clairaut***], 
Lacroixf), Metternich ft), Klügelftf), La Orange §), 
Eöaling§§] u. m. A. gegeben haben. 

Daß aber keine dieser Beweisarten als genügend angesehen 
werden könne, zeigt sich bei einer genaueren Piflfnng derselben 
sehr bald. 

[6] I. Bei der gewöhnlichsten Beweisart stützt man sich 
anfeine aus der Geometrie entlehnte Wahrheit: daß nämlich 
eine jede kontinuierliche Linie von einfacher Krüm- 
mung, deren Ordinaten erst positiv, dann negativ 
sind [oder umgekehrt), die Abscissenlinie nothwendig 
irgendwo in einem Punkte, der zwischen jenen Ordi- 
naten liegt, durcliachneiden mflsse. Gegen die Richtig- 
keit sowohl, als auch gegen die Evidenz dieses geometrischen 
Satzes ist gar nichts einzuwenden. Abei" eben so offenbar ist 
auch, daß es ein nicht zu duldender Verstoß gegen die gute 
Methode sei, Wahrheiten der reinen (oder allgemeinen) Mathe- 



* Demonstratio novii altera etc., und Demonstratio 
nova tertia; beide vom Jahre 181(i. 

**} AnfangBgründe der Analysis endlicher Größen. 
3. Aufl. § 316. 

♦**) ElSmens d'Algebre. 5™« Edit. Supplemena. Chap. t. 
no. 16. 

-H ElÖmens dAIgebre. ö™» gdit. 

i-f) In seiner Uiberaetzung des eben angeführten Werkes von 
Laoroix. Mainz. 1811. g 211. 

•Hi) In seinem mathematischen Würterbnche. 2. Band 
S. 447 ff. 

g] Trait^ de la resolntion des equations numeriques de tous 
les degr^s. Paris, 1808. 

ggj Grundlehreu von den Formen, Differenzen. Diffe- 
rentialien und iQtegraUen der F unetionen. I. Teil- §4. 
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Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes usw. 5 

matik (d. h. der Arithmetik. Algebra oder Analysis) ans Be- 
traclitungen herleiten zu wollen, welche in einen bloß ange- 
wandten (oder apeeiellen) Teil derselben, namentlich in die 
Geometrie gehören'). Und hat man die Unschicklichkeit einer 
dergleichen fisraßauig iig äXko yevQg nicht längst schon ge- 
fühlt und anerkannt? Hat man sie nicht schon in hundert 
andern Fällen, wo man ein Mittel gewnßt, vermieden, und 
diese Veimeidung sich zum Verdienste angerechnet?*) Muß 
man sieh also nicht, wenn man andera folgerecht sein will, 
dieses aueh hier zu thun bestreben ? — [7] Denn in dei That 
wer immer bedenket, daß die Beweise in der Wiasenachaft 
keineswegs bloße Gewißmachnngen, aondein ^lelmehi Be- 
gründungen d. h. Darstellungen jenes objectiven Grundes 
den die zn beweisende Wahrheit hat, seyn aollen dem leuchtet 
von selbst ein, daß der echt wisaenschaftliche Beweis, oder der 
objective Grund einer Wahrheit, welche von allen Größen 
gilt, gleich viel, ob sie im Räume oder nicht im Räume sind, 
unmöglich in einer Wahrheit liegen könne, die bloß von Größen, 
welche im Räume sind, gilt. Bey Festhaltung dieser Ansicht 
begi'cift man vielmehr, daß ein dergleichen geometrischer 
Beweis, wie in den meisten Fällen, so auch in dem gegen- 
wärtigen, ein wirklicher Zirkel aey. Denn ist gleich die geomet- 
rische Wahrheit, auf die man sich hier beruft, [wie wir schou 
eingestanden haben) höcliat evident, und bedaif sie also keines 
Beweises als Gewißmachung; so bedarf sie nichts desto 
weniger dooh einer Begründung. Denn aichtbai' sind die 
Begriffe, aus denen aie besteht, so zusammengesetzt, daß man 
nicht einen Augenblick anstehen kann, zu sagen, aie gehöre 
keineswegs zu jenen einfachen Wahrheiten, welche man eben 
deßhalb, weil aie nur Grund von andern, aelbat keine Folgen 
sind, Grundsätze oder Grundwahrheiten nennet; sie sey 
vielmehr ein Lehrsatz oder eine Folgewahrbeit, d.h. eine 
solche Wahrheit, die ihren Grund in gewissen andern hat, und 
daher auch in dar Wissenschaft durch Herleitung aus densel- 
ben, dargethan werden muß**). [SjSun denke, wer da will, dem 

*; Ein Beyspiel geben die vorliin augefiihrteu Abhandlungen 
des Hrn. Prof. Gauß. 

**) Man vergleiche über dieß Alles meine BeytrUge zu einer 
begründeteren DarateUung der Mathematik. Iste Liefe- 
rung. Prag 1810. 41. Abth. gg. 2. 10- 20. 21, wo man die logischen 
Begriffe, welche ich hier als bekannt voraus setze, entwickelt 
findet. 
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6 Bernard Bolzano 

(bjectuen Giuude niLh. waium eme Lmic untei dtn voiliin 
eiwahnteii Umatinden ihre \b3ci3aeulmiE dui eh sehne ide «<i *ird 
gewiß jeder aehi bald gewihi weiden, daß diesei Grund in 
nichts Anderm hege als m jeuei allgemeinen ^\ ahrheit, zufolge 
deien jede atet^e Function \on a, wekhe füi einen Werth ^m 
1 positiv für einen andern negitivwnd tur irgend emen da 
zwibclien hegenden TVerth von i zu Null weiden muß Und 
dieß ist eben die Wahrheit die hiei bewiesen weiden soll 
Weit gefehlt ilso, daß die«e letzteie aus jcnei heigeleitet wer- 
den dilrfte (wie dieß in dei Beweistrt die wii jetzt prüfen, 
geachielit) muß vielmehi umgekehit diese ^oa jenei abgeleitet 
■«eiden wenn mau die Wahrheiten m der Wissenschaft eben 
so dirstellen wiU wie aie Dach ihrem ob]tctiit,n ZuaimmLU 
hinge mit eininder leihunden iind 

II. Nicht minder verwerflich ist der Beweis, den Einige 
aus dem Begriffe Stetigkeit einer Function, mit EinmengUBg 
der Begriffe von Zeit und Bewegung, führten. [9] »Wenn 
»sieh zwey Functionen f[x) und ip{x), aagen aie, nach dem 
sGeaefeäe der Stetigkeit ändera, und wenn i^r x = a, f(a]<C 
'ip{a}; für x = ß aber f[ß)'>(p{ß) ist: so muß es irgend 
»einen zwiachen a und ß liegenden Werth u geben, für welchen 
!,f[u] = cp[u] ist. Denn wenn man sich vorstellt, daß die ver- 
»änderliche Größe x in diesen beyden Funetionea nach und 
• nach alle zwischen « nnd ß liegende Werthe, nnd in dem- 
»aelben Augenblicke immer beyderseits denselben Werth an- 
»nimmt: so ist im Anfange dieser stetigen Werth Veränderung 
»von X, f{x)<,fp{x], und am Ende f{x]~:> (p{x). Da aber 
»beyde Functionen vermöge ihrer Stetigkeit erst alle mittleren 
»Werthe durchgehen müssen, bevor sie zu einem höheren ge- 
»langen können; so muß es irgend einen mittleren Augen- 
»blick geben, in weichem beyde einander gleich waren.' — 
Dieses verainnlicht man noch durch das Beyapiel der Bewe- 
gung zweyer Körper, deren der eine anfangs hinter dem 
andern war, zuletzt ihm vorgeeilt ist, und folglich notltwendig 
einmahl bey ihm vorbey gegangen seyu muß, — 

Niemand wird wohl in Abrede stellen, daß der Begriff der 
Zeit, und vollends jener der Bewegung in der allgemeinen 
Mathematik eben so fremdartig sey, als der des Baumes. 
Gleichwohl, wenn diese zwey Begriffe hier nur der Erläute- 
rung wegen eingemengt waren, hätten wir nichts dagegen zu 
erinnern. [10] Denn auch wir sind keineswegs einem so Uber- 
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triebeDen Purisnma zugethan, der, um die "Wissenschaft von 
allem Fremdartigen rein kü erhalten, verlangt, daß man in ihrem 
Vortrage nicht einmahl einen aus fremdem Gebiethe entlehnten 
Ausdruck, auch nur in unejgentlicher Bedentung und in der 
Absiebt aufnehme, um eine Sache so kürzer und klärer zu be- 
zeichnen, als es durch eine in lauter eigenthümlichen Benen- 
nungen abgefaßte Beschreibung geschehen kann, oder nur, um 
den Uibelklang der steten Wiederholung der nähmliehen Worte 
zn meiden, oder um durch den bloßen Nahmen, den man der 
Sache beylegt, sehen an ein Beyspiel zu erinnern, das zur 
Bestätigung der Behauptung dienen kann. Hieraus ersieht man 
zugMch, daß wir auch Beyspiele und Anwendungen nicht 
im Geringsten für etwas Solches halten, das der Vollkommen- 
heit dea wissenschaftlichen Vortrages Abbruch thue. Nur dieses 
fordern wir dagegen strenge: daß man die Beyspiele nie statt 
der Beweise anfstelie, und auf bloß uneigeatlioh gebrauchte 
Eedensai-ten, und auf die Neben Vorstellungen, die aie mit sich 
führen, nieraahla die Wesenheit dea Schlusses selbst gründe, so 
daß der letztere wegfällt, sobald man jene ändert. 

Nach diesen Ansichten dürfte sich also noch allenfalls die 
Einmengnng des Begriffes der Zeit in obigem Beweise ent- 
schuldigen lassen; weil auf die Redensarten, die von ihm her- 
genommen sind, kein Schluß gegründet wird, der nicht auch 
ohne ihn gälte. [11] Keineswegs aber kann die zuletzt gege- 
bene Versinnlichung durch die Bewegung eines Körpers 
für etwas Mehreres angesehn werden, als für ein bloßes Bey- 
spiel dis den Satz selbst niclit beweist vielmehr durch ihn 
erst bewiesen weiden muß 

% Halten wn uns also mit ^\egI'iBSung dieses Beyspiels 
nur an das nbuge R^isonnement Bemerken wir zuvörderst, 
daß m demsdbLn ein unnehti^ei Begnfl dei Stetigkeit zu 
Giunde gelegt sev Nach emei richtigen Eiklärung nähm- 
lich versteht man unter der Eedensart, daß eine Function 
f{x) für alle Werthe von x, die inner- oder außerhalb 
gewisser Grenzen liegen*), nach dem Gesetze der 

*) Es gibt Functionen welche für ille Werthe ihrer Wurzel 
stetig vetUndeilich «md a B icjc -\- ir Allem es gibt inch andre, 
die sich nnr inner oder inßerhalb gewisser Grrenzwertho ihrer 
Wurzel nach dem Gesetze der Stetigkeit andern '50 mdert sieh 
LC-l-yil — a:) (2^^^) nur fUr ille Werthe von j. die -^-(-1, oder 
> -H 2 Bind, stetig nicht aber tur die Werthe die zwischen + 1 
und + 2 liegen 
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Stetigkeit air.li andre, nur ao viel, daß, wenn t, irgend 
ein solcher Werth ist, der Unterschied f{x+i<j)~!\x] 
kleiner als jede gegebene Größe gemacht werden 
könne, wenn man w so klein, als man nur immer will, 
annehmen kann; [12] oder es aey (nach den Bezeichnungen, 
die wir im §. 14. des binomischen Lehrsatzes u. a, w. Prag 
iai6, eingeführt) f{x + w) = fix) -+- .Q 3). Daß aber, wie man 
in diesem Beweise annimmt, die stetige Function niemahla au 
einem höheren Werthe gelange, ohne erst alle niedrigeren duroli- 
gegangen zu seyn, d. h. daß f[x + n^x) jeden zwiacheu fix) 
and f[x + ^x) liegenden Werth annehmen könne, wenn man 
/' nach Belieben zwischen und -j- 1 nimmt: das ist wohl 
eine sehr wahre Behauptung, aber sie kann nicht als Erklil- 
rnng dea Begriffes der Stetigkeit angesehn werden, sondern ist 
vielmehr ein Lehrsatz über denselben; und zwar ein solcher, 
der sieh nur erst nach Voraus aetzung des Satzes selbst beweisen 
läßt, zn dessen Beweise man ihn hier anwenden will*] Denn 
wenn M irgend eine zwischen f{x) und f{x + Jx) hegende 
Größe bedeutet; so ist die Behauptung, daß es irgend emen 
zwischen nnd + 1 liegenden Werth von n gebe, tui w elehen 
f[x + nz/x] = M ist, nnr ein besonderer Fall von dei ali- 
gemeinen Wahrheit, daß, wenn fltcX y (k) und f{x-^Jx)'^ 
(p{x~\~^x] iat, es irgend einen mittleren Werth x + n^x 
geben müsse, für welchen f{x-^nJx)^ ip{x-\~nJx) ist. 
Aus dieser allgemeinen Wahrheit nähmlich ergibt sieh jene 
erstere Behauptung in dem beaondern Falle, wo die Function 
tf(x) in eine conatante Größe M flbergehet. 

[13] b Aber gesetzt auch, man könnte diesen Satz auf einem 
andern Wege darthun : doch würde der Beweis, den wii prüfen, 
noch einen andern Fehler haben. Daraus nähmlich, daß f{a) ^ 
(jp(a) und flp) < rp(ß) iat, würde nur folgen, daß wenn u irgend 
ein zwiachen a und ß liegender Werth ist, bei welchem 'p(u) ]> 
{p{a) aber <i(p{ß) iat; so werde /"(x), bevor es aus f[a) in 
f[ß} übergeht, d, h. bey irgend einem x, das zwischen « und 
ß liegt, ebenfalls ^=(p[u). Ob aber dieses bey eben dem- 
selben Werthe von x, der =w ist, geschehe; d.h. (weil u 
jeden beliebigen Werth zwischen a und ß bedeuten kann, der 
(p{u}'^<p(a) und <Cip[ß) macht) ob es irgend einen zwischen 
a und ß liegenden Werth von x gibt, bey welchem beydo 
Functionen f{x) nnd fp{x) einander gleich worden: das würde 
noch immer nicht folgen. 
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c. Das Täuschende des ganzen Beweises benihet llberhaupt 
nur auf der Einmengung des Begriffes der Zeit. Denn wenn 
man diesen wegläßt, so zeigt sich jilsbald, daÜ der Beweis 
nichts anders, als eine Wiederholung des zu beweisenden Satzes 
selbst mit andern Worten ist. Denn sagen, daß die Function 
f(x], bevor sie aus ihrem Zustande des KleineraejTis in den des 
Größerseyns übergeht, erat durch den des Gleichseyns mit 
(p[x] hindurch gehen mltsse; heißt ohne Zeitbegriffe sagen, 
daß unter den Werthen, die f{x) annimmt, wenn man für 
X jeden beliebigen Werth zwischen a und fJ setzt, auch einer 
aey, der f(x) ^ 'p{x] macht; was der zu beweisende Satz 
selbst iat. 

[14] III. Andere beweisen unsem Sata, indem sie folgenden, 
entweder ganz ohne Beweis, oder doch nur gestützt auf einige 
aua der Geometiie entlehnte Beyspiele, zum Grunde legen: 
>Jeäe veräiiderliehe Größe kann aus einem bejahten 
»Zustande im einen verneinten nur durch den Zii- 
>atand des NuUaeyna oder den der Unendlichkeit 
»übergehen.« Da nun das Resultat einer Gleichung bey 
keinem endlichen Werthe der "Wurzel unendlich groß wer- 
den kann: so muß, wie sie schließen, jeuer Uibergang hier 
durch Null geschehen. — 

a Wenn man in obigem Satze die uneigentliche Vorstel- 
lung eines üibergangea, die den Begriff einer Veränderung 
in Zeit und Raum enthält, absondern will; wodurch von aelbat 
auch schon der ungereimte Ausdruck einea Zuatandes des 
Sichtvorhandenaeyna wegfilSlt: so bekömmt man am Ende 
folgenden Satz: »Wenn eine veränderliche Größe, die 
»von einer andern x abhängig ist, für x^a bejaht, 
»für x = ß verneint befunden wird: so gibt es jedes- 
mahl einen zwischen a und fJ gelegenen Werth von x, 
f(li den sie Null odei aber einen, tui den si^ unend- 
»lich wild [15] Ijnd nun bemerkt gewiß ein Jedei d»ß 
eine so zusammengt setzte Behinptnng keine Gl nndwahiheit ae^ 
sondern bewieaen weiden müsse daß abei ihi Beweis kium 
leithtei 3e>n düifte ils der des f^itzia itlbtt zu des-^en B 
hüte min sie lutatPllen will 

b Ja bei geu'iueiPi Betnchtnng zeigt sich, diß sie im 
Grnndü sogai identisch mit ikm sei Penn es ist nicht 
zu weigessen, daß diest Behiuptung eigentlich nui dann eist 
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das, was man nnendhch groß nennt. [16] Also kann man auch 
nicht sagen, daß die Werthe, die sie für x = b + lo annimmt, 
die alle bestimmt sind, dem Weitbe, den sie für x^h er- 
hält, so nahe kommen können, als man nur immer will. Und 
dieß gehört doch zu dem Begriffe der Stetigkeit (II. a). Setzt 
man nun zu der obigen Behauptung den Begriff der 8t«tigk6it 
noch hinzu und läßt dagegen den Fall des ünendlicbwer- 
dens hinweg: so gebt sie wörtlich in den Satz, der erst be- 
wiesen werden sollte, Itber; nähmlieh, daß jede stetig veränder- 
Hebe Function von x, welche für x^^a bejaht, für x=^ (S 
verneint ist, für irgend einen zwischen a und ß liegenden Werth 
zu Null werden miiaae. 

IV. Irgendwo liest man folgenden Schluß: >\Veil fx) 
afür x = a bejaht, für x = ß verneint ist: so muß es 
»zwischen a und ß zwey Größen a und b geben, bey 
> denen der Uibergang ans den bejahten Werthen 
>der f{x) in die verneinten geschieht; so zwar, daß 
»zwischen a und h kein Werth von x mehr fällt, für 
»den f{x) noch bejaht oder verneint wäre U. s. w. — 
Dieser Irrtbum bedarf kaum einer Widerlegung und würde hier 
gar nicht angefübi-t werden, wenn er nicht zum Beweise diente, 
wie nndeutlich noch die Begriffe mancher selbst angesehener 
Mathematiker über diesen Gegenstand sind, [17] Es ist doch be- 
kannt genug, daß es zwischen je zwey einander auch noch so 
nahe stehenden Werthen eiaer unabhängig veränderlichen 
Größe, dergleichen die Wurael x einer Function ist, immer 
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noch TiDendlich viele mittlere Weithe gebe und fi en so äa.ß 
eine jede stetige Function kein letztes i ül'^ sie ("-jah iinl 
kein erstes x, das sie verneint macht ^Iso kfin solLh s a 
und b, wie hier beschrieben wird, besitze' — 

V. Das Mißlingen dieser Versuche üen Silz vm dem "an 
handeln, unmittelbar zu beweisen leitete auf den Gedanken 
ihn ans dem zweyten Satze, dessen wir anfuigs erwähnt 
nähmlich aus dem von der Zerlegbaikeit jedei Function 
in gewisse Factoren abzuleiten Es ist lueh kein Zweiffl 
daß wenn lieser zu„egel en wird jenei aus ihm Ke^chlo3«eE 
Verden kfnne Aber der Umstand ist nui dal eine solche 
Heileitung desselben kerne echt wissen schittliche Begründung 
heissen k nnte mdem der zweyte Sitz offenbai eine ■v lel 
zusammengesetzteie ^ihiheit au'tipiicht ils nnse gegen 
vaitige daher ^ich jpiiei wnhl auf lie=ien nifl t aber umge 
kehrt 1 eser auf jenen gründen kmn \\irkh h i^t es luch 
noch Niemand gelungen jenen ohne \ oiaussetzunf von diesem 
zu bewe sen Betreflend die Beweise deieu Ünstitthaftigkeit 
schon Hr (jiuß m seinei Alhandlung vom Jahie l?'*^ gp 
zeigt h^t [18] so ist es el en darum weil sie bereits als un 
statthaft erwiesen worden iind nicht nothg zu nntei=*uchpn 
ob sie auf unsern Satz sich giiluden lei nicht Der Beweis 
les Heirn La Place*) hit gleichfalls seine Fehlei die wir 
jedoch schon darum hier nicht ansein mder zn setzen brauchen 
weil derael>e lusdrucklich ■luf nnsem gegenw'wtigen Satz ge 
o-rundet i«t lind eben so brauchen wir luch auf len zueist 
erschiei enen Beweis des Hin Giuß kerne Rücksicht zu neh 
men we 1 dieser sich aul geometrische Betiachtnngen stiitzet 
Inz^iischen wäre es leicht daizuthun daß auch m hm unser 
■batz stillschweigend angenommen wird ii dem die geometn^chen 
Betrachtungen die in ihm acgctellt werden gaiz jenen ihn 
lieh sind deren wii no I erwähnet — ■ Alles kommt also nui 
noch auf des Herrn bauß Demonstiatio n<^i ilteia und 
tertia an Jene leiutt sich auf unsern Satz ausdrücklich n 
dem sie S 30 voraussetzt aequationem ordmi^ impi is certt 
solnb lem esse eine Behiuptuii^ lie bekinntlieh nichli andeis 
alt e ne leichte Folgerung aus unserm Satze ist Nicht so 
offenbar ist es bey dei I monstiatio n vi tertii daß sie v n 
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unserm Satze abbängt. Sie gründet sieb unter Aiiüerm auf 
folgenden LebrsaiK: [19] Wenn eine Function für alle 
Werthe ibrer veränderlichen Größe x, die zwischen 
a und ß liegen, stets positiv verbleibt; so hat auch 
ihr Integral, so genommen, daß es für x = a ver- 
sehwindet, und daß hierauf a^ = ,^' gesetzt ist, einen 
positiven Wevth. Nun findet man zwar in dem Beweise, 
den uns La Orange*) für diesen Lehrsatz geliefei't, keine 
ausdrückliche Berufung auf den nnsrigen. Allein dieser La 
Grangesche Beweis hat auch noch eine Lücke, Er fordurt 
nähmlich, die Größe i so klein zu nehmen, daß 

fix 4- i] — f ix) 



werde, wobey das Product i , n einer gegebenen Größe gleich 
bleiben soll, und die bekannte Bezeichnung f'[x] die erste ab- 
geleitete Function von f{x) vorstellt. Hier entsteht nun die 
Frage, ob die Erfüllung dieser Forderang auch möglieh sey? 

Je kleiner man * nimmt, um den Unterschied '- 

— f'{x) zu vermindern, desto größer muß man aueh n, den 
Divisor in dem Ausdrucke rechter Hand annehmen, wenn i.n 
stets der gegebenen Größe gleich bleiben soll. [20] Nun ver- 
mehret sieh zwar auch die Menge der Glieder in dem Zähler : 
ob aber diese Vermehrung den Zähler neben dem Verhältnisse, 
wie der Senner wächst, vergrößere, ob sich der Werth des 
ganzen Bruches durch die Vermindernng von i, nicht vielleicht 
eben so stark oder noch stärker vennindere, als der Ausdruck 

— — i-! — f'{x)^ das ist noch zu erweisen. Soll diese 

Lücke nun ausgefüllt werden; so wird dieß wohl nur durch 
Berufung auf unsern gegenwärtigen Satz geschehen können; 
da wir uns schon bey dem Beweise eines mit diesem La 
Gran gesehen verwandten, obgleich viel einfacheren Lehr- 
satzes**) auf ihn bezichen mußten. 

*) LecoDs aar le Cakul des fonctions. Nouveüe Edkiou, Paris. 
1806. Le(i. 9. p. 89. 

**) Nähmlich des Satzes §29 in der Abbaadhmg: der bino- 
mische Lehrsatz n. s. w. 
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''ri miEgelhift also amd alle bislioiigtu Leweiie des Satzas, 
dei auf dem Titel diesei Abhiudlung genannt ist Deqeuige 
nun, den ich hiei dei Beurtheilnng dei GüleLiten vorlege, ent- 
U-iIt, wie ich mii schmeichle, nicht eine hloße Gewißmachung, 
sondern die olijectne Begiliudung dei zn beweisenden Wahr- 
heit d h er ist echt wissenschaftlich * i 

[21] F ! d t kn U )r 1 1 I len 

mmt 

D > d ^ 1 h t 1 r 1 d A\er- 

th n d d n tg n t E It t w h en, 

j d t w n g ten 11 "\\ 11 l h t fi nbar 

fj 11g mn ndßwnnwyttgl t en 

von X, f{x) und fp[x), von solcher Beschaffenheit sind, daß für 
x=^a, f{u]<:<p{a), für lc = ^ aber f(ß) :> <f (ß) .iiisfallt, 
allemahl h'gend ein zwischen « und ß liegender Werth von x 
vorhanden aeyn mflsse, fUr welchen f[x) ^ (p [x) wird. Allein 
wenn f{a)<^fp{a) ist; so ist vermöge des Gesetzes der Stetig- 
keit auch noch f[a -\- i] <C <f>{(i + i), wenn man nur * klein 
genug annimmt, [32] Die Eigenschaft des Kleinerseyus 
also kömmt der Function ^on t, die dei Ausdnick /"(« + ») 
darstellt, ftlr alle Weithe von i zu, die kleiner sind, als ein 
gewisser. Gleichwohl kommt diese Eigenschaft ihr nicht für 
alle Werthe von i ohne Einschränkung zu; nahmenüich nicht 
für ein i, daß = t( — c waie indem f{ßj schon > fp{ß] ist. 
Nun gilt der Lehrsat/ daß so oft eine gewisse Eigenschaft 
M allen Werthen emei \titndeilichen Große *, die kleiner als 
ein gegebener sind, und doch nicht allen fibe'rhanpt zukömmt: 
90 gibt es jederzeit irgend einen größten Werth ii, von dem 
behauptet werden kann d^ß alle t, die <;m sind, die Eigen- 
schaft M besitzen. FUi diesen Weith von i selbst kann nun 
f{a-\-u) nicht <C -"/ a + m; se>n weil sonst nach dem Ge- 

*) Doch erwarte min uuht daß ich hier etwa schon alle 
Kegeln befolge, die m den Beytragen zu einer begründe- 
teren tt. B. w, (II. Abtli j tur die Construction eines echt wis- 
senBchaftliohen 'Vortrags von mn seibat aufgestellt worden 
sind 21] Denn bin ich gleich von der Richtigkeit dieser Regeln nocli 
immer vollkommen überzeuget; so ist doch eine genaue Befolgung 
derselben aar dort allein möglich, wo man den Vortrag einer Wiasea- 
schaft von ihren ersten Sätzen und Begriffen anfängt; nicht aber 
dort, wo man nur einige Lehren derselben, herausgehoben aus dem 
Zusammenhange des Ganzen abhandelt; wie dieses hier geschlelit. 
Diese Bemerkung ist denn, wie sich von selbst versteht, auch auf 
die Abhandlung über den binom isehen Lehrsatz zu beziehen. 
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setze der Stetigkeit auch noch f\a -\- u -\- n)) <^ c/i (ß + w + tu} 
wäre, wenn man (u uur klein genng annähme. Und fo^lich 
wäre es nicht wahr, daß ti der größte von den Werthen ist, 
von welchen die Behauptung gilt, daß alle unter ihm stehende 
Werthe von i, f(a -\- i) <^ '"/'(« + *) machen; sondern u-\-io 
wäre ein noch gi-ößerer Werth, von dem dasselbe gut. Noch 
wendet aher kann f[« + it) >(/>((( +w) seyn; indem sonst 
auch f{a + m — w) ^ <-/> [a + ?' — w) seyn müßte, wenn man 
(u klein genug nimmt; nnd folglich wäre es nicht wahr, daß 
für aUe "Werthe von i, die < u sind, /"(a + i) < ([>{a + i] 
sey. So muß denn also /{c 4- w) = '/i (« + m] seyn; d.h. es 
gibt einen zwischen a nnd ß liegenden WerÜi von x, nähmlieh 
[23] a -\- u, für welchen die Functionen f{x) und <p(x) einander 
gleich werden. Es handelt sieh nnr noch nm den Beweis des 
erwähnten Lehrsatzes. Diesen erweisen wii' nnn, indem wir 
zeigen, daß jene Werthe von i, von welchen behauptet wer- 
den kann, daß alle kleineren die Eigenschaft 3/ besitzen, und 
jene, von denen sich dieß nicht mehr behaupten läßt, einander 
so nahe gebracht werden können, alä man nur immer will; 
woraus sich für Jeden, der einen richtigen Begriff von Größe 
hat, ergibt, daß der Gedanke eines i, welches das größte der- 
jenigen ist, von denen gesagt werden mag, daß alle unter ihm 
stehende die Eigenschaft M besitzen, der Gedanke einer reellen 
d. h. wirklichen Größe sei^). 



B ch noch diese \oiiede schheße mögen mii Pin 

I tändn ß und eine Bitte erlaubt ^ejn, welche sieh nicht bloß 
auf d gegenwärtige, sondern auf meine sammtliehen, 

an h eott will, künftigen Schriften beziehen 

S h n \us dem Wenigen, so bisher eischienen ist \or- 
n hml h her aus jenem Grundrisse einer neuen Lugik, den 
de t Lieferung der Beyträge zu einer begründeteren 
Da tellung der Mathematik in ihrer zweyten Äbthei- 
lung nntei der Uiberschrift : [24] über die mathematische 
Methode, liefert, konnte ein aufmerksamer Leser entnehmen, 
daß ich gewisse Ansichten hege, die, werden sie anders nicht 
als durchaus unrichtig befunden werden, eine gänzliche Um- 
ataltung aller rein apriorischen Wissenschaften zur 
Folge haben müssen. Den größten und wichtigsten Theil dieser 
Ansichten habe ich bereits durch eine so lange Zeit und mit 
so vieler Unbefangenheit geprüfet; daß es wohl nicht mehr zu 
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frühe ist, wenn icli jetzt etwas lauter davou zu sprechen wage. 
Es können aber Ansichten, welolie das ganze Gebiet einer oder 
mehrerer Wissen Schäften umfassen, auf eine doppelte Art be- 
kannt gemacht werden; indem man sie entweder anf einmalil 
und im Zusammeühange, oder auch theilweise und in einzelnen 
Abhandlungen vorträgt. Die erste Art ist bisher bey weitem 
die gewöhnlichste gewesen; und ohne Zweifel auch der Weg, 
den jeder einsehlagen muß, dem es nur darum zu thun ist, 
um in der kürzesten Zeit zu großem Ansehen bei dem gelehr- 
ten Theüe seiner Zeitgenossen zu gelangen. Für die Vervoll- 
kommnung der Wissenschaften aber däncht mir die aweyte 
Verfahrungaart viel zuträglicher zu aeyn; und zwar aus folgen- 
den Gründen: 

Erstlich, weil der Entdecker der neuen Ansichten auf 
diese Art viel 'weniger Gefahr läuft, sich zu übereilen; indem 
der theilweise Yortrag seiner Meinungen ihm gestattet, seine 
Erklärung über Puncte, worüber er anfangs noch selbst im 
Zweifel steht, auf eine spätere Zeit zn verschieben; aus den 
Beurtheilungen aber, die das schon Vorgetragene erfährt, zu 
lernen, und manehes unrichtig Gegebene noch zu berichtigen. 

[25j Zweytens läßt sich bey einer solchen bloß theilweise 
vor sich gehenden Entfaltung seiner Ansichten auch eine weit 
strengere Prüfung derselben von Seite der Leser erwarten. 
Denn wer mit einem schon vollendeten Systeme auftritt, bietet 
der Aufmerksamkeit unseres Geistes anf eiumahl eine zu große 
Anzahl neuer Behauptungen dar, als daß zu hoffen wäre, wir 
werden jede derselben mit eben der Genauigkeit prilfen, als 
wenn sie uns einzeln vorgelegt worden wäre. Wer einen voU- 
ständ^en LehrbegrifC liefert, zeigt, oder soll wen^stens zeigen, 
wie auch aus seinen abweichenden Vordersätzen sich jene 
Wahrheiten, die der gesunde Menschenverstand mit unläugbarer 
Sicherheit erkennt, herleiten lassen. Gerade dieses aber söhnt 
uns mit jenen Vordersätzen aus, und macht, daß wir sie ihm 
viel unbedenklicher zugeben werden, als wenn er sie einzeln 
aufgestellt, und uns in Zweifel gelassen hätte, ob und in wie 
fern sie sich mit allem Xlibrigen, was für uns Wahrheit ist, 
vertragen. Endlich ist wohl auch nicht zu läuguen, daß schon 
der bloße Anblick eines dickleibigen Buches, das ein voll- 
ständiges System dieser oder jener Wissenschaft verspricht, 
uns eine Art von Achtung einflöße, bevor wir es noch gelesen 
haben. Entdecken wir nun beym Lesen selbst einen gewissen 
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ZuaammcDhang in den licliauptuiigen desselben; hat daa Oebüiide 
des menschlichen Wissens, das man uns hier im Grundrisse dar- 
stellt, eine gefällige Form; [26] ist alles angelegt nach Maß und 
und Zahl und Symmetrie: so wird unser Urtheil hostochen; so 
fangen wir selbst an zu wünschen, hier endlich möchte doch 
jenes einzig richtige System, das wir so lange schon ge- 
sucht, vorhanden seyn! Und daa Geringste, was erfolgt, ist, 
daß wir uns cinhilden, um des bemerkten Zuaammenhanges 
willen stehe uns höchstens Eines von Beydem frey, entweder 
d^ Ganze anzunehmen, oder das Ganze zu verwerfen; wah- 
rend doch iu der That weder das Eine, noch das Ändere ge- 
schehen sollte! 

Dieß ohngefähr waren die Gi'ünde, aus welchen ich schon 
im Jahre 1804 beschloß, iu keiner Wissenschaft je mit der 
Herausgabe eines vollständigen Lehrbuchs anzufangen; 
sondern in jeder meine von den gewöhnlichen abweichenden 
Begriffe nur erst in einzelnen Abhandlungen bekannt zu machen. 
Und, wenn diese nach vielfältiger Berichtigung bey einem Theile 
des Publicums Beyfall gefunden haben, dann erst soU an die 
Ausfertigung ganzer Systeme gedacht werden, wird anders nicht 
dieß letztere Geschilft der Tod Ändern zu überlassen gebieten. 
Ich fing denn meine schriftstellerische Laufbahn mit einer 
die Mathematik betreffenden Abhandlung an und ti'ug unter 
dem Titel: Betrachtungen über einige Gegenstände der 
Elementargeometrie (Pri^, bey 0. Barth. 1804), aebst meh- 
reren andern Ansichten, eine neue Theorie der Parallelen 
vor*). [27] Einige Jahre hierauf faßte ich den lEntschluß, 
meine gesamniten iu das Gebiet der Mathematik gehörigen 
Ansichten unter dem Titel: Beyträge zu einer begründe- 
teren Darstellung der Mathematik, lieferungsweise her- 
auszugeben. Allein gleich die erste dieser Lieferungen (Prag, 
bey C. Widtmann, 1810] hatte bey aller Wichtigkeit ihres In- 
haites das Unglück, in einigen gelehrten Zeitschriften gar nicht, 
in andern nur sehr oberflächlich angezeigt und beurtheilt zu 
■werden. Dieß nöthigte mich, die Fortsetzung dieser Beyträge 



*) Diese Theorie dürfte wenigstens des doppelten Umstandee 
wegen Aufmerksamkeit verdienen: erstlich, weil sie die einzige 
ist, der man doch keinen offenbaren Fehler nachKuweisen vermochte ; 
dann weil der größte jetzt lebende Geometer FrankreicliB. Le- 
gendre, in der zehnten Ausgabe seiner Eiömens de Gßom^trie. 
Paris. 1813 gewiß ganz unabhängig von mir, auf eben dieselbe An- 
sieht der Dinge verfallen ist. 
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tut eine äpateie Zeit zu verschieben, und mittlerweile erst zu 
veisuchen, ob es mir nicht vielleicht gelänge, mich dm'ch die 
Heiaa'igabe eintgei Abhandlungen, welche durch ihren Titel 
geeigneter waren Aufmerksamkeit zu erregen, der gelehrten 
Welt etwas hekannter zu machen. [28] Zu dieaem Zwecke 
erschien im J. 1816 der schou vorhin erwähnte binomische 
Lehrsatz u. s. w. [Prag, hey Endei-s). Zu diesem Zwecke soll, 
meinem Wunsche nach, auch die gegenwärtige Abhandlung 
dienen, deren Herausgabe llberdieß noch dadurch nötbig wurde, 
weil ich mich auf den Satz, deu sie beweiset, in jener frühe- 
ren schon berufen hatte. Einige andre Abhandlungen, welche 
schon gleichfalls drnckfertig ausgearbeitet sind, z. B. eine, 
welche den Titel führen soll: Die drey Probleme der 
Rectification, der Gompliiuation und der Cuhiruug, 
ohne Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die 
Annahmen des Arehimedea, und ohne irgend eine 
nicht streng erweisliche Voraussetzung gelöst, erwar- 
ten noch ihre Verleger. — 

Soll ich nun ferner auf diesem Wege, der mir der zu- 
träglichste acheint, fortfahren können: so bestehet die einzige 
Gunst dea Publicums, um die ich bitten muß, darin, daß 
man diese einzelne Abhandlung ihres gerbgeren ümfanges 
wegen nicht übersehe, sondern sie vielmehr pitlfe mit aller nur 
möglichen Strenge, die Reaultate dieser Prüfung aber öffentlich 
kund machen wolle, damit, was vielleicht undeutlich gesagt 
ist, deutlicher erkläret, was ganz unrichtig iat, widerrufen werde, 
daa Wahre und Richtige aber je eher je lieber zur allgemeinen 
Annahme gelange. 
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m §■ 1- 

WillkUrliolier Satz''). Wen» hei eiuer Eeilie von 
Größen nicht etwa der besondere Fall obwaltet, daß anzn- 
fangen von fiaem gewissen Gliede die folgenden lüe jedi'S 
für aich, IhuU sind wie dieses Letzteie z B bej der Brno 
mialieihe für leden positnen und ga,nz zähiigen Exponenten 
n, naeh dem (w + ltenl (.liede geschieht so ist es ofienbai 
daß dei ^^ erth diesei 1 eihe d li die Griße die dnich 
Summiiung ihier dlieder entstellt nicht immei emerlej vei- 
bleiben könne wenn man die Menge dei Gliedei nicli Belieben 
vermehiet Iniondeiheit muß sich diesei A\ei'th gewiß ledea 
mahl "indem wenn mia die Anzahl dei (.hedei nui um em 
einzelnes welches niclit Null ist ^eimehiet Dei '\\ ertb emei 
Reihe ist dihei nebst dem Gesetze welches die Bildung ihiei 
einzelnen Gleder bestimmt amh noch ^on ihiei An7ahl ab 
häugig so dii) dei-selbe aucli be^ unvei tndeiier Gestilt und 
Größe der einzelnen dliedei eine ^ei Vnderliehe Gioße 
vorstellt [30] In diesei KUcksicht bezeichnen wii eine Piinc 
tiou \on X welche lus einei beliebig zu ^eimehreuien Eeihi, 
von Gliedern bestehet und deien\\eith sonach nebst i luch 
noch von ihiei Ghedeizahl ibh ngig ist duicli I (j) 
oder 1< r So ist z B i-^Ij +r ~r + Pt = F 
dagegen 

J + Ba: -I- Ca;2 + . , , -u Br + . . + Sx' +'=--F, _^, x. 

§,2, 
1. Zusatz. Die Werthveritnderung, d, h. die Zu- 
oder Abnahme des Wei-thes, die eine Reihe durch die Ver- 
mehrung ihrer Gliederzahl um eine bestimmte Menge, z. B. 
um eines, erfährt, kann nach Beschaffenheit der Umstände bald 
eine beständige Größe (wenn nähmlich die Glieder der Reihe 
einander alle gleich sind), bald aber auch eine veränderliche 
seyn; und in diesem Falle bald eine Größe, die zuweilen wächst 
zuweilen abnimmt, bald eine, die beständig wachst, bald eine, 
die beständig abnimmt. So ist die Aenderung, welche die Reihe 
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1 + 1 + 1 + 1 + .. 

erfährt, wenn sie um ein Glied vermeliret wird, eine bestän- 
dige Größe; die Aenderung, welche die Keilie 

« + ae + (!c^ + ae^ -f- 
durch die Vermelirung um ein Glied ei-fäliit, eine veräu- 
derlicliB Größe, wenn anders nicht etwa c = 1 ist, wird 
immer größer, wenn c,>:fcl, und immer kleiner, Avenn 

§■ 3- 
[31] 2. Zusatz. Wenn die Werthändernng (Zu- oder Ah- 
nahme), die eine Keihe durch Vermehrung ihrer Gliedermenge 
um eine bestimmte Anzahl (z. B. um eines) erleidet, immer 
gleich groß verbleibt, oder gar immer grßßer wird; in bcy- 
den Fällen auch noch einerley Vorzeichen behält; so ist 
es einleuchtend, daß der Werth dieser Reihe größer als 
jede gegebene Größe zn werden vermag, wenn man die- 
selbe weit genug fortsetzen darf. Denn gesetzt der Zuwachs, 
den die Eeihe durch eine Vermehrung von je n Gliedern er- 
fährt, sej' = oder > d, und man begehre die Keihe so gi'oß 
zu machen, daß sie die gegebene Größe D tiberschreitet: so 

nehme man nur eine ganze Zahl )■, die = oder ]> —r, und 

verlängere die Eeihe um j-.m Glieder; so hat dieselbe hie durch 
einen Zuwachs erhalten, der 

= oder >■ {r .d = oder |> d ;= 75; ist. 

[321 §. 4. 

3. Znsatz. Dagegen gibt es auch Reihen, deren Werth, 
30 weit man sie fortsetzen mag, eine gewisse Größe nie 
überschreitet. Von dieser Art ist gleich die Eeihe: 

a-a + a-a + ..., 
deren Werth, so weit man sie fortsetzen mag, immer entweder 
oder a ist, also die Größe a nie ftberschreitet. 

§.5. 

4. Zusatz. Unter diesen ist besonders merkwürdig die 
Ctasse derjenigen Reihen, welche die Eigenschaft besitzen, daß 
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die Veränderung (Zu- oder Abnahme), welche ihr Werth 
durch eine auch noch so weit getriebene Portsetzung 
ihrer Glieder erleidet, immer kleiner verbleibt, als eine gewisse 
Größe, de viede selbst o kle n als man n mmer 
will, angenommen v len k nn "^eEn m^n de Pehe schon 
vorher we t gen g i t^e etzt 1 it Daß es de gle chen Reihen 
gebe, be^eset ns ncht nu la he spei alle de j eiligen, 
deren lede hnter e nen ge ssen alle 1er \ 11 gleich 
sind, die al o egentleh ilte deß (.led hnaus g keiner 
Fortsetzung, noch Werthveiandeiiing mehi tähig sind, wie die 
Binomialreibe des §. 1; sondern von dieser Art sind auch 
alle Reihen, deren Glieder entweder eben so oder noch stärker 
abnehmen, als die einer geometrischen Progression, deren 
Exponent ein echter Bruch ist, [33' Denn der Werth der geo- 
metrischen Reihe 



ist bekanntlich = a . Wird aber diese Reihe «och 

um s Glieder verlängert, so ist der Zuwitehs 

Wenn nun e<;± 1; ao verbleibt dieser Zuwachs, wenn man 
erst r liinlänglich groß genommen hat, kleiner als jede gege- 
bene Größe, wie groß ancli s hinterher anwachsen mag. Denn 

weil ß immer <;] ± 1 verbleibt, so ist ae'' + ' . offenbar 

immer kleiner aia ae'' + ' . - — —. Letztere Größe aber kann 

durch Vermelirung von r kleiner ala Jede gegebene werden; 
indem derjenige Werth, den sie für ein nächst größeres r an- 
nimmt, ans dem nächst vorhergebenden durch die Muitiplica- 
tion mit e, einem echten und unveränderlichen Bruche entstehet. 
(8. den binomischen Lehrsatz §. 22.) Es läßt sich also 
jede geometrische Progression, deren Exponent ein echter 
Bruch ist, erst so weit fortsetzen, daß der Zuwachs, der ihr 
hierauf durch jede noch fernere Fortsetzung zu Theil werden 
kann, kleiner als irgend eine gegebene Größe verbleiben muß. 
[34] Um desto mehr muß dieses von einer Reihe gelten, deren 
Glieder noch stärker abnehmen, als die einer fallenden geomet- 
rischen Progression. 
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g. ä. 
5. Zusatz. Wenn mau den Werth, welelieu d!0 bummc 
der eraten «, «+1, «+2, ..., n -+■'>' Glieder einei wie 
§. 5 beschaffeDeu Reite hat, der Ordnung nach duich F,[xi, 
F„ + i{x), F„ + 2(x). ..., F„ + ,.{^) bezeichnet (§ 1; so stellen 
die Größen 

Fi{x), F2{x], Jf'j(4 ..., F„lx), ..., F„ + ,{x], ... 
min eine neue Reihe vor (die aummatorisehe der vorigen 
genannt). Diese hat der gemachten Voranssetzung nach die 
besondre Eigenschaft, daß der Unterschied, der zwischen ihrem 
siten Gliede F„{x) und jedem späteren F„ + ,[a:), es sey auch 
noch 80 weit von jedem siteu entfernt, kleiner als jede gege- 
bene Größe bleibt, wenn man erat n groß genug angenommen 
hat. Dieser Unterschied ist nähmlich der Znwachs, den die 
ursprüngliche Reihe durch eine Fortsetzung über ihr «tes 
Güed hinaus erfährt; und dieser Zuwachs soll der Voraus- 
setzung nach so klein verbleiben können, als man nur immer 
will, wenn man erst n groß genug angenommen hat. 

§■'. 

[35] Lehrsatz. "Wenn eine Reihe von Orößen 

j>',(4 üi(4 üM -".W, ..., -F« + ,M, 

von der Beschaffenheit ist, daß der Unterschied zwischen ihrem 
jiten Gliede F„[x) nnd jedem späteren J'„+,-(a;), sey dieses 
von jenem auch noch so weit entfernt, kleiner als jede grege- 
bene Größe verbleibt, wenn man ti groß genug angenommen 
hat: so gibt es jedesraahl eine gewisse beständige Größe, 
und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe immer 
mehr nähern, und der sie so nahe kommen können, als man 
nur will, wenn man die Reihe weit genug fortsetzt^). 

Beweis. Daß eine solche Reihe, wie sie der Lehi'satz 
beschreibt, möglich sey, erhellet ans §. 6. Die Annahme aber, 
daß die Größe X vorbanden sey, der sich die Glieder dieser 
Reihe bey immer weiterer Fortsetzung so sehr, als man nur 
immer will, nähern, enthält auch gewiß nichts Unmögliches, 
wenn man noch nicht voraussetzt, daß diese Größe nur eine 
einzige nnd unveränderliche sey. [36] Denn wenn es eine 
Größe, welche sich ändern darf, aeyn soll ; so wird man sie 
freylich jederzeit so annehmen können, daß sie dem Gliede 
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F [j-] welches man eben letzt mit ilii teiskieht letht nahe 
kommt, ja mit ihm völlig eineilej ist DiL aher die Voiiui 
aetznng auch einer unveiandeiilichen liiuISe die diese Eigen- 
schatt der AnmheinEg an die blieder nnsrei Reihe hat keine 
Unmöglichkeit enthalte tulgt du^ui weil es he\ diesei \oi 
lus^etzimg möglich wiid diese Guße so „enau als mnn nm 
immei will zn heatimmen Denu gesetzt man wellte X so 
gen^u bestimmen daß dei Untei ehied zwischen dem ingenom 
meu u und dem wählen Werthe von \ eine inch noch sj 
kleine gegebene di fie d nicht Überschreitet S) iiuhe min 
nui ni der gegebenen Eeihe em Glied 1 {xj von der Be chiflen 
lieit ana, daß jedps folgende / + [x] von ihm am wenigei ils 
± ; veischieden se\ Em solches F(j.) mu!t es u^ch dei Voi 
aussetzung geben Iih B»ge nun, der ^\ erth von J Ix sey 
von dem wählen \\eitlie dei br ße \ höchstens nm zt li vei 
schieden Denu ^ivenn min be> enerle\ ii i nuh Belieben 
vergioßeit so muß der Unteischied \ ^ F + iix) = ± (j so 
klein werden können ils man nur immei will Dei Unter 
sched r [j.) ~ F + (-i-j bleilt abei jederzeit ao grrß man 
anch )■ nehme, <^±d. [37J Also maß auch dei Lnteischied 

X ~ FJx) - {X - F„ + ,.[x) - i'-,H ~ F,+,J.x)) 

federzeit <^± {d + w] verbleiben. Da aber derselbe hey eiueY- 
iey n eine beständige Größe ist m dagegen dudi diB\pi 
größerung von r so klein gemacht weiden kann als min nui 
immer will; so muß X- — F,i[x) == oder <^-:iz l sein Denn 
wäre es größer und z. B. = zir tf + f) so kjnnte uumrtghch 
das VerhäUniß d-\- ß<id-\- oj, ö h c<^to bestehen wenn 
man w immer mehr verkleinert. Dei wahie\\eith vjn \ lat 
also von dem Werthe, den das C hed F (^) hat höchstens um 
d verschieden und läßt sich dahei H man d nach Belieben 
klein annehmen kann, so genan, als min uiu immei aviU be- 
stimmen. Es gibt also eine reelle ( löße dei sich die ( he 
der der von uns besprochenen Reihe so «ehi als man nui 
immer will, nähern, wenn man sie weit genng tortsetzt Abei 
nur eme einzige dergleichen Giöl e gibt es Denn nlhmeii 
wir an, daß es nebst X noch eine tnlre beständige (-ii ße 
Y gäbe, der sich die Glieder dei Keihe so sehi als man nui 
immer will, nähern, wenn man sie weit genug toitsetzt so mlißten 
die Unterschiede X — F„ + r[x] = cD, und 1 — I' „ + ,.[x) = lo , 
so klein werden können, als man nur immer will, wenn man 
r groß gemig werden ließe. 38] Dasselbe mUßfe also auch 
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von ihrem eigenen LntPischiede d h i£ii \ — 1 =- w — u, 
gelten; welcles wei i \ nnd 1 besttnditje 1.1 Pen 3e\n 
sollen, unu s;lirli t tili nun nictt \ — T ^ uih tzf* 

% •! 

inmeiknug A\enn mau den \\eitli lei ( i ße \ ant 
die Alt wie ea im vorigen ^ geachehen namlieh dmeh iigend 
eines dei Glieder selbst au3 welchem die gegebene Leihe zu 
saromen^e setzt ist zu beatimmen aucht ao wiid man wenn 
andeis die Gliedei dieaei Reihe nicht anznfangen von einem 
gewisaen, emandei alle gleich sind \ niemahla ganz genau 
bestimmen Man huthe sieh »bei hieraus zu schließen dil 
die (iijße \ lUpmihl iiiatiou\l scyn müsse. Denn wenn 
uns z li diL Teihe 

ül 11 Hill 0,1111; . . , 
{welche die summa toriache der geometrischen 
i . J_- -J^ ■ 1 

10' 100' 1000' 10000' ■ " ■ 

ist] vorgelegt wäre: so wäre die Größe, der sich ihre Glieder 
so aehr, als man nur immer will, nähere, keineswegs iiTational, 
sondern der Bruch J-. Daraus nähmlich, daß eine Größe sieh 
auf einem gewissen Wege nicht genau bestimmen Uißt, 
folget noch nicht, daß sie anf keinem andern völlig be- 
stimmhar, nnd also irrational sey. 



Wenn also irgend eine gegebene Iteihe von 
t iat, daß jedes einzelne ihrer ölieder endlich, 
die Veränderung aber, die sie durch eine auch noch so weit 
getriebene Fortsetzung erfährt, kleiner ala jede gegebene Größe 
anaföUt, sobald man nur die Anzahl ihi'er bisherigen Glieder 
groß genug genommen hat: so gibt es jederzeit eine, aber anch 
nur eine beständige Größe, welcher der Werth dieser Reihe 
so nahe tritt, als man nur immer will, wenn man sie weit 
genng fortsetzt. Denn eine solche Reihe ist von der Ai-t der 
§. 5 beschriebenen, und folglich bilden die Werthe, welche 
die Summe ihrer », )i+ 1, ... Glieder ersteigt, eine E6ihe, 
wie die der §§. 6 nnd 7; mithin kOmnit ihneti auch die ^. 7 
erwiesene Eigenschaft zu. 
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§.10. 
Anmerkung. Man glaube ja nicht, daß in dem obigen 
8atze §. 9 die Bedingimg, »daß die Veränderung (Zu- odei' 
^Abnahme), welche die Reibe durch jede Fortsetzung 
»erfährt, kleiner als jede gegebene Größe mUase blei- 
»ben können, wenn man sie vorbin aobon weit genug 
»fortgesetzt hat«, — Hberflüsaig sey; f40' und daß der 
Satz vielleicht mit einer gi'ößeren Allgemeinheit aueh so aus- 
gedrückt werden könnte: »Wenn die Glieder einer Reihe 
»durch ihre Fortsetzung stets kleiner und so klein 
»zu werden vermögen, als man nur immer will; so 
»gibt es jedesmahl auch eine beständige Größe, der 
:.sich der Werth der Reihe bey ihrer Fortaetzung so 
• sehr, als man nur immer will, nähert.« Diese Be- 
hauptung wtlrde gleich folgendes Tteyspie! widerlegen. Die 
Glieder der Keihe 



können so klein werden, als man nur immer will; und doch 
ist es eine aus deu Eigenschaften der gleichseitigen Hy- 
perbel bekannte (aber aueh aus rein arithmetischen Betrach- 
tungen hei-leithare) Wahrheit, daß dieser Eeihe Wcrth größer, 
als jede gegebene Größe zu werden vermag, wenn man sie weit 
genug fortsetzt. 

8.11. 

Vorerinuerung. In Untersuchungen der angewandten Ma- 
thematik ereignet sich Öfters der Fall, daß man von einer ver- 
äuderliclien Größe a; erfährt, es komme allen ihren Werthen, 
die kleiner als ein gewisser ?( sind, eine bestimmte Eigen- 
schaft M zu; [41' ohne zu gleicher Zeit zu erfahren, daß diese 
Eigenschaft Werthen, die größer sind als u, nicht mehr zu- 
komme. In solchen Fällen kann es vielleicht noch manches W| , 
das ^ u ist, geben, von dem es gleicher Weise wie von v 
gilt, daß alle unter ihm stehende Werthe von x die Eigen- 
schaft M besitzen, ja diese Eigenschaft kann vielleicht allen 
X ohne Ausnahme zukommen. Wenn man dagegen nur noch 
dieß Eine ei-ßlhrt, daß M nicht allen x überhaupt eigen 
seyi so wird man aus der Verein^nug von diesen beyden 
Angaben nun schon berechtigt seyn zu sehließen, es gelie 
«ine gewisse Größe U, welche die größte derjenigen 
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ist, von denen ea wahr aeyn kann, daß alle kltlnuvun 
X die Eigenschaft M besitzen. Dieseä beweiset lier fol- 
gende Lehrsatz. 

§■ 12, 

Lehrsatz. Wenn eine Eigeuschaft M niclit allen Wer- 
then einer veränderlichen Größe x, wohl aber allen, die 
kleiner sind, als ein gewisser m, zukömmt: so gibt es alle- 
mah! eine Größe V, welche die größte derjenigen ist, von 
denen behauptet werden kann, daß alle kleineren x die Eigeu- 
achaft M besitzen«,. 

[42] Beweis. 1. Weil die Eigenschaft M von allen x, 
die kleiner sind als m , und gleichwohl nicht von allen 
überhaupt gilt; so gibt es sicher irgend eine Größe T'^ 
u-\- D (wobey D etwas positives vorstellt), von der sieh be- 
haupten läßt, daß M nicht allen x, die <; F==w-|-7> sind, 
zukomme. Wenn ich daher die Frage aufwerfe, ob 31 wohl 

allen x, die <Z'>'+ „;,, sind, zukomme? und den Expo- 
nenten m dei Ordnung nach, erat 0, dann 1, dann 2, dann '6, 
u s w bedeuten lasse; so bin ich gewiß, daß man die erste 
memei Fragen mu wird verneinen müssen. Denn die Frage, 

ob ü/ wohl allen j, die <[" + ;,„ sind, zukomme, ist einer- 

lej mit dei, ob M allen x, die <^u-j-J) sind, zukomme; 
welches nach der Voraussetzung zu verneinen ist. Es kömmt 
nui darauf in, ob man mir auch alle folgenden Fragen, 
welche entstehen, indem ich in nach und nach immer größer 
ansetze, verneinen wird. Sollte dieses dei' Fall seyn ; so ist ein- 
leuchtend, daß M selbst der größte der Werthe ist, von wel- 
chen die Behauptung gilt, daß alle x, die kleiner als er sind, 
die Eigenachaft 31 besitzen. Denn gäbe es noch einen größe- 
ren z B (i + rf, d, h. gälte die Behauptung, daß auch noch 
alle -(., die <| j( + (i aind, die Eigenschaft if haben; [43] so ist 

/) 
doch offenbar, daß wenn ich m groß genug annehme, u-\- 

einmahl =^ oder <^ m -f- rf wird ; und folglich wüßte, weun 3/ 
allen x, die <^ii -{- d sind, zukömmt, dasselbe auch allen, die 

<;« + — sind, zukommen: also hiitte mir diese Frage nicht 
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beyden Grüßen iät ^^—■—„\ ""^^ ich verfiiliye mit iliDi w 
der, wie vorLiti mit ■ - . U. s. w. 

4. Wciiii ich auf diese Art so lange furtfalire. als in 
nur immer will; so sielit man, daß das Resultat, das ich i 
letzt erhalte, eines von Beydem aeyn muß. 

a. Entweder ich finde einen Werth von der Furm i 

+ g- ,— +■■■ M- H;;;"^r7 '+ , j ^^i ^•'^h mii als der größte 

darstellt, von welchem die Behauptung gilt, d.iß ille untti ihm 
stehenden x die Eigenschaft M besitzen Dieß geacln-'lLt m dem 
Falte, wenn mir die Fragen, ob M allen r dip 



D 



sind, zukomme, fttr jeden Werth von s verneinet werden. 

l). Oder ich finde wenigstens, daß 31 zwar allen x, die 
DD D 

sind, zukomme, aber schon nicht mehr allen, die 

sind. Hiebey steht es mir frey, die Anzahl der Glieder in 
diesen beyden Größen durch neue Fragen immer noch größer 
zu machen. 

5. Ist nnn der erste Fall vorbanden, so ist die Wahrheit 
des Lehrsatzes bereits erwiesen. Im zweyten Falle lasset ntis 
bemerken, daß die Größe 

'• + 2 +i - T 2 + +■■+' 

eme Reilie \oistelIe, deien Gliedeizihl uh nach Belieben ver- 
mehren kann, und die znr Claase dei § 5 beschiiebenen ge- 
lioiet, *eil sie, je nachdem m u, 1 entweder alle = 1, 

oder zum Theile noch gioßei sind, entweder eben so, oder 
noch ataiker abnimmt, als eine geometrische Progression, deren 
lAponent der echte PriKh ' iit Daiaus ergibt sieh, daß sie 
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die Eigenschaft des §. Ö habe; d. h. daß es eine gewisse be- 
ständige Größe gebe, der sie so nahe kommen kann, als 
man nur immer will, wenn man die Menge ihrer Glieder hin- 
länglich TBimehiPt Se> diese Größe V\ so behaupte ich, die 
Eigenschaft M gelte lon allen i, die < V sind. Denn gälte 
sie von ugend einem > dis <] TJ ist, z. B, von f' — 6 nicht; 
30 mußte die Gioße 

^^ D _^ D 

weil für alle x, die kleiner als sie sind, die Eigenschaft M 
Statt finden soll, immer den Abstand 8 von TJ behalten. 
[47] Denn jedes x, daä 



ist, 90 klein auch w sey, besiiat die Eigenschaft M\ dagegen 
dem x^ (' — d soll sie nicht zukommen: also mnß 

oder 

86jn Mithin konnte dei Unteischied zwischen 1 i d de 1 1 1 
nicht so klein werden als man nnr immei will da ^ — u 
nicht so klen weiden kinn als mm uui mmei will indem 
sich 6 nicht anlert w'lhiend kleine als jele gegebene 
G oße zu weiden vermag — Eben s wen g kirn al c If i 
allen x d e < T + ^ind ^c\t n Denn ■ve 1 der W^ th le 
Rehe 

DU I) 

*' + 2« + 2>"^ +"^ + ■ ■ ■ 2'" + "-^-- + '-' 
dem Werthe der Eeihe 

so nahe gebracht werden kann, als man nur immer will, in- 
dem der Unterschied beyder nur — -x^X" + '^'i ™^^ ferner 
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der Wertli der letzteren Reihe der Größe U m nahe treteo 
kann, als man nur immer will : '48] so können auch der Werlh 
der erateren Reihe und U einander so nake kommen, als man 
nur will. Also kann 

DI.) 1 '-^ 

" + 2~" 2'" +"" ~T~ ■ ■ + 2'" + '• + ■■-»■ '■-! 
gewiß <CU -\- e werden. Nun aber gilt der Voraussetzung 
nack M nicht von allen x die 



sind; nm desto weniger also von allen x, die < r.'+ e aind. 
Also ist ü der gi'Ößte Werth, von welchem die Behauptung gilt, 
daß alle unter ilim stehende x die Eigenschaft M besitaen. 

1. Anmerkung. Vor stekeuder Lehrsatz ist vou der größ- 
ten Wichtigkeit und wird in alleu Zweigen der Mathematik, 
in der Änalysis sowohl, als in den angewandten Theilen, in 
der Geometrie, Chronometiie und Mechanik gebraucht. Statt 
seiner hatte man sich bisher nicht selten des falschen Satzes 
bedient: 'Wenn eine Eigenschaft Jf nicht von allen x, 
»wohl aber von allen, die kleiner als ein gewisses 
»sind, gilt; so gibt es jederzeit irgend ein größtes x, 
»welchem die Eigenschaft J/ zukömmt.« Dieß, sage ich, 
ist zu Folge des so eben Erwiesenen falsch. [49] Denn gibt 
es irgend eine Größe T", welche die größte unter denjenigen 
ist, von denen gesagt werden kann, daß alle unter ihr stehende 
X die Eigenschaft M an sich Laben: so gibt es eben darum 
sicher kein größtes x, dem diese Eigenschaft zukömmt, wenn 
anders x eine entweder frey oder doch stetig verän- 
derliche Größe ist. Denn für eine jede frey oder nach dem 
Gesetze der Stetigkeit veränderliche Größe gibt es bekannt- 
lich nie einen größten Werth, der kleiner als eine gewisse 
Grenze U ist; indem, so nahe sie auch schon an dieser Grenze 
stehen mag, sie ihr doch immer noch näher gebracht werden 
kann. ^ Man denke sich, um dieß durch ein Beyspiel zu er- 
läutern, eine rechtwinkelige Hyperbel, und nehme eine 
ihrer Asymptoten znr Ahscissenlinie, und nicht den Mittelpunct 
c, sondern was immer fHr einen andern Punct « in dieser 
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Asymptote, der die Entfernung D von c hat, y-aui Aiifangs- 
pnncte der Abaciasen an. Erklären wir nun die KichtuDg ac 
für die positive der Äbscisaen, und die Eiohtung ab, 
welche die rechtwinkelige Ordinate des Piinctes a hat, für die 
positive der Ordinaten; so \yiril von jeder Abscisae x, 

die kleiner ala eine gewisse z. B. Itleiner als ist, die Eigen- 
schaft gelten, daß ihr eine positive Ordinate entspricht. 
Gleichwohl wird dieaa Eigenschaft (If) nicht von allen posi- 
tiven Absoisaen gelten, nahmentÜch nicht von solchen, die 
größer als D sind. fSO] Gibt es nnii wohl hier eine größte 
Absciase, einen größten Werth von x, welchem die Eigenschaft 
Jf zukömmt? Keineswegs; wohl aber gibt es ein U, d. h. eine 
Abscisse, welche die gi-ößte unter denjenigen ist, von doueu 
gesagt werden kann, daß alle kleineren als sie positive Ordi- 
nalen haben, d. h. die Eigenschaft 31 besitzen. Diese Abscisse 
nähmlich ist -|- D. 

§■ 14- 
2. Anmerkung. Es dürfte Jemand vielleicht auf den 
Gedanken kommen, daß der Beweis des Lehrsatzes §. 13 ganz 
kurz anf folgende Art hätte gefaßt werden können: ^Gäbe 
>es kein größtes U, von welchem die Behauptung gilt, daß alle 
snnter ihm stehende x die Eigenschaft M besitzen: so würde 
uman w immer größer und größer, und also so groß, als 
sman nur immer will, nehmen können, und folglich müßte M 
>von allen x ohne Ausnahme gelten.» — Allein dieß wäre 
ein sehr fehlerhafter Schluß, indem er sich auf den stillschwei- 
gend angenommenen Obersatz stützen würde: sdaß eine 
>örÖße, die immer größer und größer genommen wer- 
»den kann, als man sie schon genommen hat, sogroß 
swerden könne, als man nur immer wilU. — Wie falsch 
dieses sey, beweiset z. B. die bekannte Reihe -1 + -^ H- 1^ -f- ■ . ■ ■ , 
deren Werth immer größer und größer gemacht werden kann, 
als er schon ist, und gleichwohl immer <! 1 verbleibt! — [51] 
Wir würden eines so leicht einzusehenden Iiithums gar nicht 
erwähnen, wenn es nicht von Zeit zu Zeit geschähe, daß Matlie- 
matiker sich ihn zu Schuld kommen lassen, wie erst kürzlich 
Einer in seiner »vollständigen Theorie der Para!- 
slelen«. 



y Google 



Kehl ftnalytisKliür licweis doa Lclirsiitaea usw. iäl 

§. 15. 
Lehrsatz, Weun sicli zwey Functionen von :r, /"(a') und 
(p{x], entweder für alle AVerthe von x, oder doch für alle, 
die zwischen a und ß li^en, nach dem Gesetze der Stetig- 
keit ändern, wenn ferner /"(o) < (/)[«], und f[ß] > cp[ß] ist: 
80 gibt es jedesmahl einen gewissen zwisehen a und ß liegen- 
den Werth vou x, für welchen f{x) = ip{x] wird. 

Beweis. Wir müssen erinnern, daß in diesem Lehrsatze 
die Werthe der Fviuctionen f(xj und tp{xj bloß ihrer abso- 
lute» Grüße nach, d. h. ohne Eüeksioht auf ein Vorzeichen, 
oder so, a,l3 ob sie gar keine des G^eusatzes ßlhige Größen 
wären, mit einander verglichen werden sollen. Wohl aber 
kommt es an anf die Bezeichnnng, welehe a imd ß haben. 

[521 I. Man nehme erstlich an, daß ci und ß beyde posi- 
tiv sind, und daß (weil dieses dann gleichgültig ist) ß die 
größere von beyden, nud somit iir=«4-* sey, wo ; eine 
positive Größe anzeigt, Weil nuu f{a] •< yfß) ist; so ist auch, 
wenn tu eine positive Größe anzeigt, die so klein werden kann, 
als man nur immer will, f{a -f- w', < fp{a -|- w). Denn weil 
sieh f{x) und ip{x] fdr alle x, die zwischen u und ß liegen, 
stetig verändern sollen; und u + m zwischen r und il liegt, 
so bald nur m <^i genommen wird : so müssen /"(« -\- vj] — f{a] 
und <f'{a-\-i'j) — 71 (fi) so klein werden können, als man nur 
will, wenn man (j klein genug nimmt. Es ist daher, wenn 
auch il, ii' Größen bedeuten, die sich so klein machen lassen, 
als man nur immer will, f,u + io) — f(a) = .Q, und ./(« H- w) 
— (p{u) = Ü'. Daher 

if{a -H (u) — f{cc + 10] = (f{a) — f{a) + Ü'— ii. 
Allein (p{a] — f{a) gleicht nach der Voraussetzung irgend einer 
positiven Größe von unveränderlichem Werthe A. Also ist 
51.(0 + <») - /•{« + ,„) = ^ + !>■- n , 

welches, wenn man Q, Ü' klein genug werden läßt, d. li. wenn 
man dem vj einen sehr kleinen Werth ei'theile, und dann noch 
um so mehr für alle kleinereu Werthe, was positiv lileibt. 
Also laßt sieh von allen lu, die kleiner als ein gewisses 
sind, behaupten, daß die zwey Functionen f{a -\- m] und 
y(ß-f-(u) in dem Verhältnisse der kleineren Größe zu einer 
größeren stehen. [S3] Bezeichnen wir diese Eigenschaft der ver- 
änderlichen Größe 10 durch M: so können wir sagen, daß 
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ille (J, Alf kleiner als ein gewisses sind, die Eigensehaft 31 
)ie«itzen Daß aber diese Eigenachaft gleichwohl nicht allen 
Werthen \oii tu zukomme, nahmentlich nicht dem Werthe (u = /; 
ii^t daraus klar, weil f{G + i) = f{ß] nach der Voran asetÄung 
nicht mehi <, sondern >■ <pia -)-*) = (p{ß) ist. Zufolge dos 
Lehisatzea §. 12 muß es daher eine gewisse Größe U geben, 
welche die größte unter denjenigen iat, von denen sich be- 
hanpten lißt, daß alle w die <| U sind, die Eigenschaft M 
an sieh tiagen. 

2 Und dieses U mnß innerhalb nnd * liegen. Denn 
es kann PI stlich nicht = i seyn; indem dieß hieße, daß jedes 
/(ß + (Jj <^ fpl« + Oi) sey, so oft nur w <^ i ist, es möge 
Übrigens dem Werthe i auch noch so nahe kommen. Allein 
ganz auf dieselbe Art, wie wir ao eben erwiesen, daß die Vor- 
aussetznng /"(a) < fp{a] die Folge f{u + tu) <C 'f (ß + w) nach 
sich zieht, so bald man nur lo klein genug nimmt, läßt sich 
auch darthun, daß aus der Voraussetzung f(a -\-i) ^ (p{a-\~i), 
die Folge f{c! -\- i — w] > 'p((o + i — tu) fließt, sobald man 
nur tu klein genug nimmt. Also ist es nicht wahr, daß die 
zwey Functionen fix] und if[j\ fni ille Werthe von x, die 
<^ a -\-i sind, in dem Veihlltnisse dei kleineren Größe zu 
einer grnßeren stehen. — [54] No(,h weniger kann zwey- 
tens If^ i seyn, weil sonst luch i einer der Werthe von w 
wäre, die <^ TJ aind, und dihei auch /ft + i) < t/i [y. + i] 
seyn müßte, was der Voraussetzung des Lehrsatzes geradezu 
widerspricht. Ako liegt U, da es doch positiv ist, sicher 
zwischen und i, und folglich a -\-U zwischen u und ß, 

3. Es fragt sich nun, in welchem Verhältnisse die Func- 
tionen f[x) und {p [x) für den Werth x = a-^ TJ zn. einander 
stehen? Es kann zuvörderst nicht f{a + U) < (p{a + U) 
seyn; denn dieses gäbe auch f[u -\- Ü-\~ia) •< (/>(« -|- U+ tu), 
wenn man tu klein genug annähme ; und folglich wäre et + Z7 
nicht der größte Werth, von dem behauptet werden kann, daß 
alle unter ihm stehende x die Eigenschaft M haben. — Eben 
30 wenig kann zweytens f[u -}- U] > <p[a + U) seyn; weil 
dieß auch f\a-\~ U— lo) >■ ly (et + D" — • w) gäbe, sobald man 
tu nur klein genug nimmt; und also wäre gegen lie Voraus- 
setzung die Eigenschaft M nicht von lUen j- die imtei t + T 
stehen, wahr. Es bleibt denn also nichts indeies ttbijg ■ds daß 
f[a + TJ] = (p[a -Ar TJ) se\ und tolglich ist eiwiesen dtß ei 
einen zwischen a und ß liegenden Weith \ n nMiml ch 
a+U gibt, ftir welchen f{x] = f/ |j-) wi d 
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11. Derselbe Beweis ist auch auf den Fall anwenill)ar, wcuu 
u und ^ beyde negativ Bind; sobald man nur unter cu, i 
und J] negative Gi-ößen verstehet; indem v. + w, a -\- i, 
Li -{- U, a ~{- U — w dana gleichfalls Größen zwischen u und fj 
vorstellen. 

[55] III. Ist a = und ß positiv, so nehme man nur 
auch* {=ß), ci, i7 positiv; und ist ß negativ, auch diese nega- 
tiv: so wird sich der Beweis I. wörtlich anwenden lassen. 

IV. Wenn endlich a und ß von entgegengesetzter Ävt, 
und (weit dieß gleichgültig ist) z. B. a negativ, und ß positiv 
ist: so sagt die Voraussetaung des Leiu'satzes in Betreff der 
Stetigkeit der Functionen f{x} und v(a;], daß diese Stetigkeit 
sich anf alle Werthe von x ersti'ecke, die, wenn sie negativ, 
< a, und wenn sie positiv, < ß sind, unter diesen ist denn 
aueh der Werth a; = begriffen. Man untersuche also das 
Verhältniß, welches f(x) und ip{x) ffir a; = haben. Ist 
f{o] = 73(0), so ist der Lehrsatz schon von seihst erwiesen, 
Ist aber /"[O) > '/' (0) ; ao liegt, weil f{a} <C <p{u] seyn soll, 
nach in. zwischen und « ; ist endlieh /"(O) < f/i(0), zwischen 
und ß ein Werth, fflr welchen f{x) = fp[x] wird. Also gibt 
es in jedem Falle einen Kwischen a und ß liegenden Werth 
von X, der fixj = <f{x] macht. 

§■ IG- 
[56] Anmerkung. Daß es nur einen einzigen Werth 
von X gebe, der f{x] = <p{x) macht, wird hiermit keineswegs be- 
hauptet. Wenn nähmlich/(K] < rp («}, und /(« + U] = ,p(a+ Tj, 
so muß zwar allerdings f{a + L'-j- c] )> <p{o -\- U-\- w) seyn; 
wenn man t» klein genug nimmt; d. h. die Function f(x], die 
vorbin kleiner war, als ip {x\ , mnß bald darauf, nachdem 
beyde einander gleich geworden sind, größer als (p{x) wer- 
den. Allein bey immer größerer Vermehrung von ui ist es 
wohl möglich, daß man, bevor a + (J-j- tu noch = ß gemacht 
worden ist, auf Wei-the kommt, die f{xj abermahls <'/'[«) 
geben. In einem solchen Falle muß es, wie unmittelbar aus 
unserm Lehrsatze folgt, nebst ü noch zwey andere zwischen 
ü und ß liegende Werthe von x geben, welche f{x) = <p{x] 
machen. Denn es aey f{a ■+■ U-\- x] <C O"!" + U-^- x) ', so 
muß es, weil vorhin /"(«-!- U~]- w) schon ^ '/"(«+ f^-4- w) 
war, zwischen a -\- ü-'r to und u -\- U-\- x, d. h. auch zwi- 
schen a und ß, einen Werth von x geben, wofür f{x) = (p{x) 

OstituMs KliB-iker. ISH. 3 
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ist; und eben so, weil wieder /"(« + 1) oder f(ß]^fp(ß) ist, 
auch zwiachen «+ U + x ^^^ ß ^oa\v ein Werth von ck, der 
f[x) = 1^(3;) macht. Auf diese Art erliellet, daß die Werthe 
von X, welche f[x) = {p[x] maoben, überhaupt immer nach 
einer ungeraden Zahl vorhanden aeyn müssen. 

§, 17. 

[57] Lehrsatz. Jede Function von der Form a-\-bx"'-\- 
cx" + , . , + P^''> ii> welcher m, n, . . . r ganze positive Ex- 
ponenten bezeichuen, ist für alle Werthe von x eine nach 
dem Gesetze der Stetigkeit veränderliche Größe. 

Beweis. Denn wenn sieh x in x-\-o} verändert; so ist 
die Aeuderung, welche die Function erfährt, offenbar 



wj'"- 



■e[lx-\ 



..+p[{x-\ 



eine Größe, von der sich leicht darthnu läßt, daß sie so klein 
werden könne, als man nur immer will, wenn man <u kleiu 
genug nimmt. Denn zu Folge des binomischen Lehrsatzes, 
dessen Gültigkeit för ganze positive Exponenten wir (§. 8 
des binom. Lehrs.) uuabhäugig von den Untersuchungen, mit 
denen sich die gegenwärtige Abhandlung beschäftigt, dargetban 
haben, ist die Größe; 



mbx'—' 



-bxw'"-'^ 



+ rpx' '-1-r - ~—-pXM — ^ + ...-+ Ol' 

Die Menge der Glieder, aus welchen der in den Klammern 
enthaltene Factor bestehet, ist, wie man weiß, immer nur end- 
lich, und von dem Werthe der Größen x und tu unab- 
hängig; [58] und da diese fiberall nnr in positiver Potenz 
erscheinen; so ist der Werth jedes einzelnen Gliedes, folglich 
auch des ganzen Ausdruckes für jeden Werth von x und (u, 
[auch für x = 0), immer nur endlich. Wird aber bey einer- 
ley X, lii verkleinert; so nehmen die Glieder, in denen lo vor- 
kömmt, ab, während die übi-igen uugeändert bleiben, Bezeichnen 
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wir aläo durch S die Größe, die herauskümmt, wenn man die 
Werthe, die alle einzelnen Glieder des Ausdruckes für ein be- 
stimmtes CO, z. B, für (Ui annehmen, so zu einander addiit, als 
ob sie alle einerley Vorzeichen hätten: so ist der Avirkliche 
Werth, den dieser Ausdnick für eben dasselbe Wj hat, gewiß 
nicht >■ S, derjenige aber, den er für jedes kleinere w an- 
nimmt, sicher <[ S. Verlangt man daber, daß die Veräudei'ung, 
welche die Function a 4- bx"' + ex'* -]- . . + P^'' erfährt, <^ D 
ausfalle; so nehme man nur ein lo, das zugleich <^ (rj^ und 

auch -c:^ -^ ist: so wird w, S, und um so mehr das Product 

aus w in eine Grüße, die <| S ist, ■< D seyn müssen. 



[59] Lehrsatz. Wenn eine Function von der Form 
x'' ~{~ aa;" — ' -\- bx"~ '^ + ■ ■ ■ + px -\- q, 

in welcher n eine ganze positive Zahl bedeutet, für x = a 
einen positiven, für x =^ ß aber einen negativen Wcvth 
annimmt; so hat die Gleichung 

X" -l-ax"-' -f-fcir"-^ + . . . + px + q = 
wenigstens eme reelle Wuizel die zwischen a und i liegt 
Beweis 1 ^enn « und p beyde emeile^ ^oizeuhen 
hiben (bejdt entwedei positn oder negitiv sind) so ist ei 
klai, daß eben dieselben Gliedei der Function, welthe für 
T ^ ö poäitjv odei negativ weiden, dieß Zeichen auih tili 
3- = fi, und ftti die simmthchen Werthe ^on x, die zwischen 
ß imd ß hegen, behalten "ftird nun dei Werth dei Funetion 
fdi X =: a positiv füi X = ß aber negativ so kann dieß am 
daher rühren weil die Summe der positiven Gliedei m ihr tüi 
T ^ a giößei, i^r X ^^ ß aber klemei als die dei nega 
tuen ansfiUt ■Vbei die Summe jeuei sowohl tls die^ei lat 
\on du Foim 

a ~\- bx"* + ex" -)-...-}- px'' 

des §, 17, d. h. eine stetige Function. Bezeichnen wir also 
die eine durch <p{x), die andere durch f{xj\ so muß es, weil 
f{a) < (/)(«), und flß) > (piß) ist, nach §. 15 irgend einen 
zwischen a und ß gelegenen Werth von x geben, für welchen 

f[x) = 71(3;) wird. [60] Für diesen Werth wird aber f{x) — tp{x], 
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(1, h. die gegebene Fimctiou zu KiiU ; also ist dieser WoHli 
eine Wurzel der Gleichung 

2 Sind aber t und f entgegeno-eietzt ao bttiicht 
man deu Werth den die gegebene Function fnr j = an 
nimmt Ist dieser Null so ist von selbst eiwieBea d^ß die 
eiwähnte Gleichung eine reelle, zwischen a nnd p hegende 
Wurzel habe nähmheh a ^ Ist aber dieser Werth (die 
fiiöße g) positii so weiß man jetzt diß die gegebene Fiinc 
tion ffli 1- ^ U positiv füi .c = /^ abei negativ werde und 
weil dieselben Ghedei welche füi z = ß positiv oder negativ 
weiden dieß Zeichen auch tui olle zwischen und ji hegende 
Weithe von j behalten so kinn man ganz diiicL dieselben 
Stiilfisae wie m no 1 beweisen daß zwischen imd ß ein 
Weith \on liegen mnsse welchei die Function zu ^nll macht 
Ist endlich ] negativ so gilt dasselbe ^as wu so eben ge- 
S'igt wenn man nur a stUt i setzt Da nnn em zwischen 
und :! odei ein zwischen und a liegender Werth auch zw\ 
sehen c iml ji liegt wenn be\dc entgegengesetzt sind so ist 
die Wahiheit i nseis Lehisatzes für jeden Fili einwiesen 
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Anmerkungen. 



Beniliard Bolzano, katholisclier Theolog und PLilosoph. 
wnrde am 5. Oktober 1781 in Prag geboren. Er war, von 
etwa 1805 bis 1820, Professor der Eeligionspliilosopliie an 
der philosophischen Fakultät za Prag, wo er am 18. Dezember 
1848 gestorben ist. Eine Autobiographie ist 1836 erschienen 
unter dem Titel: > Lebensbeschreibung dea Dr. Bolzano' (vgl. 
auch Wißhaupt, »Skizzen aus dem Leben Dr. Bolzano^'., 1850 
mid Skcydopaedia Britannim^ 9. Aufl., Bd. IV., 1876, 8. 20). 
Fttr einen Bericht über seine philosophische Richtung siehe 
J. E. Eh-dmann, sGrnndriß der Geschichte der Philosophie- 
Bd. U, Berlin, 1866. 

Eine Würdigung der Leistungen Bohanoi anf dem Gebiete 
der Analysis findet sich bei 0. Sfofc [>ß. Bol%ano% Bedeutung 
in der Geschieht© der Inflnitesimalrechnung« , Math. Ann. 
Bd. XVIII (1881), S, 255—279). Hierfür kommen die folgen- 
den Arbeiten in Betracht: »Der binomische Lehrsatz und als 
Po^erung ans ihm der polynomische und die Reihen, die zui 
Berechnung der Logarithmen und Esponeutialgrößen dienen, 
genauer als bisher erwiesen«, Prag, 1816 (vgl, § VI: »Uebei 
die Differenz! rung unendhchei- Reihen« bei Stolz, a. a. 0,. 
S. 264—267, 278—279 und auch 8. 260—261): »Kein analy- 
tischer Beweis des Lehrsatzes, daß zwischen je zwei Werthen, 
die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, wenigstens eine 
reelle Wurzel der Gleichung liege«, Prag, 1817 rohere Grenze 
einer Veränderlichen, Convergenz von Reihen aus reellen Glie- 
dern, und stetige Functionen, Stofc, a. a. 0., 8. 257 — 262), 
und: »Die drei Pi'obleme der Rectificatiou, der Complanation 
und der Cubirung ohne Beti'achtung des unendlich Kleinen, 
ohne die Annahmen des Arehimedes und ohne irgend eine nicht 
streng erweisliche Voraussetzung gelöst, zugleich als Probe einer 
gänzlichen Umgestaltung der Raumwissen schaff allen Mathema- 
tikern zur PiTifung vorgelegte, Leipzig, 1817 (vgl. Stolz, a. a, 0,, 
S. 262—264, 267—278). 
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38 Amuörkuiigen. 

Die »Beifrügc zu einer begründeten Darstellung der Malbe- 
matik«, 1. Lief., Prag', 1810, liaudebi Über den Begiiff und 
die Einteilung dei- Matbematik, sowie über die matliematische 
Methode. Geschieh ti ich bemerkenswert ist, daß 8, 147 die 
Addiüon zweier ganzer Zahlen mittels des Gesetzes der As- 
soziativität für die Summe, 

a+(fe+l) = (a + ö) + l, 
in derselben Weise durebgefnhvt wird, wie sie Hanlcd (•Vor- 
lesungen über die compleseii Zahlen und ihi'e Functionen. 
I. [einz.] Theil. Theorie der coroplesen Zahlensysteme', Leipzig, 
1867, S. 37) nach Grassmmin entwickelt [Stolz, a. a. 0., S, 256). 

Die Schrift; »Dr. Bernhard Bolzanos Paradosien des Un- 
endlichen, heransgegeben ans dem schriftlichen Nachlasse des 
Verfassers von Dr. Fr. PHhonsky, Leipzig, 1851 (Facsimile- 
Dmek bei Mayer nnd Müller, Bei'Un, 1889) ist von Stoh nicht 
berllckiiehtigt worden. Es enthält (8. 28 — 29) die paradoxe 
Eigenschaft unendlicher Mengen, daß ein Teil dem Ganzen 
gleichmäehtig [in der Ausdrucks weise G. Cantora) sein kann, 
eine Eigenschaft, die als Definition einer unendlichen Menge 
von CmUor (Jonm. für Math., Bd. LXXXIV (1878), 8. 242) und 
Dedekind (>Was sind und was sollen die Zahlen?«, Braun- 
scbweig, 1887 nnd 1895, Kr. 64) benatzt worden ist. Über 
Bolxanoä »Paradoxien« vgl. auch Cantor in Math. Ann., Bd. XXI 
(1883), S. 660— 561. Eine der des Bolxano in gewissen Punk- 
ten analoge Untersuchung ist von A. De Morgan (»On Infinity 
and on the Sign of Equality^, Cambr. Phil. Trans., Vol. XI, 
part. I, 1865) durchgefflhrt worden. 

Die vorliegende Abhandlung: sReinanalytischerBeweisusw,,« 
sclieint Stolx nicht immer richtig erfaßt zu haben (vgl. die Anmer- 
kungen 3) und 8); doch sagt er mit Keoht: 'Eine bedeutende 
Erscheinung in der mathematischen Litteratur bildet diese Ab- 
handlung.« Bolzano» Arbeiten gerieten in Vergessenheit, nnd 
erst lange nach seinem Tode fanden seine Leistungen anf dem 
Gebiete der Infinitesimalrechnung die verdiente Würdigung. 
H. Hmikel (Ällg. Encyklopädie von Erseh nnd Oruher, 1. Sekt. 
Ed. XC (1871), Ai-tikel: »Grenze^, | 19) erkennt ihm die 
Priorität vor Gauchy in der richtigen Auffassung der Lehre 
von den unendlichen Reihen zu, und H. A. Schwarz (Journ. für 
Math., Bd. LXXIV [1872], 8. 221, Anm.) bezeichnet ihn als 
den Urheber einer von Weierstras-i weiter entwickelten Schluß- 
weise Vgl. die Anm. 9). 
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Die Arbeit ist in den sAbhandlnngen der Kgl. Ges. der 
"Wias.s zu Prag 1817 ersehieuen. Bei Mayer und Müller, 
Berlin, 1894, erschien sie alä Bd. VIII der >Wisaeii9cliaftlich6 
Klassiker in Facsimile-Drucken*). Auf diese Ausgabe bezieht 
sich die Angabe der Seitenzahlen im vorliegenden Test. Hiii- 
aichtlieh der Bezeichnung ist zu bemerken, daß wir durchweg 
die Formen F„[x), f{x), Wi, ..., statt Bohanoi F"x, fx, 
lu', .... benutzt haben. 



1) Zu S. 4. Man vergleiche: »Die vier Gaitsssehen Beweise 
für die Zerlegung ganzer algebraischer Funktionen in reelle 
Faktoren ei-sten oder zweiten Grades.» (1799 — 1849). Heraus- 
gegeben von E. Netto. Diese Sammhmg, Nr. 14 (1890). 

2) Zu S. ö. Die Abhandlung Bohano&: »Der binomische 
Lehrsatz* usw. (Prag, 1816) ist, nach Stolz, a. a. 0., 8. 256), 
bereits auf die arithmetische Methode gegründet, die sich hier 
an manchen Stellen strenger dargestellt findet als bei Gwitchy. 

3) Zu S. 8. Diese »richtige Erklärung^ der Stetigkeit einer 
Funktion f(x) stimmt fast völlig flberein mit der Definition von 
Cauchy für reelle Funktionen (»Cours d'analyse de l'ficole 
Royale polytechnique. I™ partie: analyse algebriqne', Paris, 
1821, Kap, II, § 2. Wieder abgedniokt in Oeuvres compUtes, 
II« s^rie, t, III, Paris, 1897). Cauckys Auffassung scheint aus 
der neuen Wendnng, die Fom-ier dem Begriff der Funktion 
gegeben hatte, hervorgegangen zu sein. Wie Brill sagt {A. Brül 
und M. Noether, Bericht tiber: sDie Entwicklung der Theorie 
der algebraischen Funktionen in älterer und neuerer Zeit«, 
Jahreaber. des deutschen Math.-Ver., Bd. III [1894], 8. 162): 
»Noch Ewfe?- und Lagrange hatten gelegentlich eine Funktion 
dort , stetig' genannt, wo sie allenthalben demselben (analytisch 
foi-mulierten) Abhängigkeitsgesetz genügt, unstetig dort, wo die 
Gleichung sich ändert, aus der sich die abhängige Grüße be- 
stimmt. Seitdem man aber wußte, daß jeder, auch gebrochene, 
Linienzug llber der Achse der unabhängigen Variabein mit 
Hilfe einer trigonometrischen Reihe dargestellt werden kann, 
konnte von formal verschiedenen Abhängigkeitsgesetzen bei der- 
selben Funktion in dem £'iifcischen Sinne nicht mehr gespro- 
chen werden.« Es sei noch bemerkt, daß dieser Begriff der 
Stetigkeit einer Funktion, wenn auch nicht präzis formuliert, 
in der Abhandlung Cauckjß vom .lahre 1814 über bestimmte 
Integrale enthalten ist (^Memoire sur los integrales definies-, 
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lu a l'Inatitut 1814, Sav. etr., t. I (1825', Oeuvres, \i'„ t, 1. 
8. 319—506, ins!), S. 406,. 

Dieser Begiiff der Stetigkeit ist offenbar aus geometriäclien 
Anschauungen lier vorgegangen; nämlicli aua der Beobachtung, 
daP) es Knrven gibt, die sieh plötzlich ändern [Cauehy, wahr- 
schemlicli nach dem Beispiel einiger Funlttionen, die darstellb:ir 
sind durch Foimm-ä<'kt Keihen). Aus dem von Bolzano an- 
geführten Ausdruck: 



m; + V (1 — x) [2 — x) 
{vgl. oben S. 7j, der, wie er sagt, unstetig ist, wenn 2 < a; <[ 1, 
gebt hervor, daß Bohano Funlttiouen (einer reellen Veränder- 
lichen) »stetig« genannt hat, die reell und stetig sind. Doch 
für komplexe Funktionen braucht der Satz Bolx.aiio^ nicht 
mehr zu gelten, wie das Beispiel (vgl. oben, S. 10) 

lehrt, für x^ -\- positiv tm i =^ — 1 dagegen negativ il ti 
nicht Kuli für -[- 2 > j- >■ — 1 Bol a io9 Dehnition ist abci 
(selbst für reelle Tunktiouen) dahin zu vervol Ist tnd igen dali 
f{x-\--io) — f{x] nach absolutem Wert kleiuei als jele ge 
gebene Gi-Öße gemacht weiden könne Seine oVen erwibnteu 
Funktionen sind teinei kontmuieil oh mdwn erhalten Lauehyt 
Definition für Im^mlie \ eiän Verliehe nn\ Funktionen Ctois 
Kap.Vm, 8.11). Diese Eigentümlichkeit Sc /^ noä ist von '^tol 
nicht bemerkt woiden 

Über stetige Funktionen vgl Dini (>GiundUgeu für eint 
Theorie der Functionen einei veilndei liehen leellen &i ße 
deutsch bearbeitet von J L^10Ül^mA 1 SiJj'pp Leipzig 1892 
S. 50 ff.) und A. Pniigiheim [En*.ykl. dei mith 'Wiss., Bd. II, 
8, 17 — 20). Fflr neuere Entwickhmgen des 8te%keitsbegrifles 
vgl. A. Sehoenfiies'' Berieht (»Die Entwicklung der Lehre von 
den Pnnktmannigfaltigkeiten^, aus dem Jahresber. des Deutsch. 
Math.-Ver., Leipzig, 1900, 8. 115—125) und PA. Jmit-daiii. 
(»On the general Theoiy of Functions«, Journ. für Math,. 
Bd. OXXVUI, 1905, 8. 171—173, 182—194). 

4) Zu S. 8. Obwohl jede stetige Funktion jeden zwischen 
der oberen und unteren Grenze li^endeu Wert annehmen kann, 
so folgt noch nicht, daß umgekehrt jede Funktion, die die 
ietzte Eigenschaft hat, stetig ist, wie das Beispiel: 

fix] = sin- für x^O, f [0)^=0 
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lehrt. Hier ist f{x) unstetig im Punkte x =^ (), iiiinnit aber 
jeden Wert —1^3^ + 1 (nneDdlieh oft) an. 

5) Zu S. 14. Dieser Existenzbeweis einer Grenze ist in der 
Anm. 8) näher erörtert. 

6) Zih S. 18. D. h. »Definition« oder »Bezeichnung«. 

7) Zu S. 21. Über die Konvergenz der Reihen. Hier 
steht znm ersten Male die notwendige nnd hinreichende Be- 
dingung für die Konvergenz einer Reihe. In Catichys ^Conra 
d'analyse« vom Jahre 1821 findet sich diese Bedingung auch 
anagesprochen. Nachdem er erklärt hat, daß konvergente Reihen 
solche sind, deren Snmme sieh einer bestimmten Grenze mit 
wachsender (endlicher) Gliederzahl nähert, fährt er fort: »Nach 
den obigen Prinzipien, daß die Reihe Moj "ii «j, ■■■, ^t«, 
-M,, + 1, ... konvergent sei, ist notwendig nnd hinreichend, daß 
Wachsende Werte Yon n die Snmme 5,, = w„ 4- Wj + . . . -(- j*,, _ , 
ohne Ende gegen eine bestimmt« Grenze S konvergieren lassen ; 
d. h. es ist notwendig und hinreichend, daß für unendlich große 
Werte von n die Summen .S„, S„ + \, S„+2, ..., sich von 
der Grenze S nnd daher voneinander durch unendlich kleine 
Größen unterscheiden. Nun ist 



es ist daher zuerst notwendig, daß das altgemeine Glied «„ 
unendlich abnehme, wenn « wächst. Diese B^ingung ist aber 
nicht hinreichend; die verschiedenen Summen 

"<( + «:. + !, M« + «;( + !, «"+2, -■-! 

in irgend cmei Anzahl genommen wenn gioß genug müssen 
vielmehi- ^erte haben die numen^ch untei je 1p ingebbaie 
Grenze sinken 

Viele Autoien (z B P Brtff beschichte iei unendlichen 
Reihen«, Tnbin5,en 18S9 b lb7j luhmen daher (a hj als 
den Begründei dei Theoiie dei Ktnveigenz und Dneigeuz dei 
Reihen. Es ist aber zu bemeiken daß Ltgin ige in semei 
Abschätzung dei Restes dei Ta/lor&fh^R Reihe eine hervor 
ragende \craibeit geleistet hat die 7U emer iichtigen Lehre 
der Konveigeuz tdhien könnte Auch Gauss [ Disquisitif nea 

generales circa senPm mfinitam 1 + t— r-|- flS12) 

Werke, Bd. III, S. 139, \gl. Iteiff, a. a. 0-, S. Ibl— 167) 
und namentlich Fourier (in einer Abhandlung vom Jahre 1811; 
Mem, de rinat,, 1819— 1820, 8.136; vgl. »Theorie de lachaleurt, 
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§ 177 oder Oeuvi'ca, t. I, S, 156, 221) hatten einen klaren Be- 
griEf von der Konvergenz, Bolxano hat nicht nur die Bedingung 
der Konvergenz entdeckt, sondern ist Aber Oaitchy hinana- 
gegangen, sofern er wenigstens veraucbt hat, die Notwendigkeit 
nnd die Hinlänglichkeit dieser Bedingungen zu beweisen (siehe 
Anm. 8). Über Konvergenz «aw. aiehe Ä. Pringsheim, Encyld, 
der math. Wiss,, Bd. I, S. 77 ff.). 

8) Zu S. 23. Dieser Existenzbeweis ist nicht bindend; er 
zeigt nur, oder vielmehr macht sehr wahrscheinlicli, daß die 
Annahme, es sei für F„{x) bei lim n^= + co ein endlicher 
Grenzwert X vorhanden, auf keinen Wideraprueh äti>ßt. Ebenso 
ist der JÜDjfceZsche Beweis (a. a. 0., § 4 — 8) nicht haltbar. 
Aber auch der Beweis mittels der von P. du Bois Reymond 
(»Nene Lehrsätze über die Summe nnendlicher Eeihen-, An- 
trittsprogramm d. Univ. Freibnrg, 1871, S. 3| erfundenen Un- 
bestimmtheitagrenzen von F„[x], den Stoh (a. a. 0., 8. 260) 
dafür gibt, ist nur scheinbar, da er die Existenz einer lln- 
bestimmtheitsgrenze voraussetzt, ähnlich wie Bolxanoa 8ata die 
Definition einer reellen Zahl voraussetzt. 

Eine solche Definition war bis vor kurzem nicht gegeben, 
Gauohy f/Cours d'analyse», 1821, Einleitung) führt die Irra- 
tionalzahl als Grenze einer Folge gewisser Eationalzahlen ein. 
In der Definition einer reellen Zahl (die irrational sein kann) ö, 
nämlich, als Summe — «,. der nnendlichen Reihe («,.) würde ein 
logischer Fehler liegen, weil vielmehr die Definition der 
Summe 2«,. erst dnrch Gleichaetznng mit der notwendig vor- 
her schon definierten, fertigen Zahl b gewonnen wird. Dieser 
Fehler wurde von Weierstrass veswSeAtn [vgl. E. Kossak, >Die 
Elemente der Arithmetik«, Berlin, 1872; 0. Biermann, »Theorie 
der analytischen Fnnctionend, Leipzig, 1887, S. 16 ff.). Sodann 
hat G. Cantor (Math. Ann., Bd.V [1872], 8.123; vgl. E.Hehie, 
»DieElement«derFunetionenlehre<,Jonni. für Math., Bd.LXXIV 
[1872], 8. 174 ff.) eine Definitionaform angegeben, die bequemer 
ist als die Weißrstrmsadhe. Gh. Meray hat indes schon 1869 
die (7a«torsche Theorie gefunden (vgl. Eöv. des 8oc. savantes, 
Bd. IV, 1868; »Nouveau pröcis d'analyse infinitesimale», Paria, 
1872; »Le^ons nonv. aur l'analyse infinitesimale», t. I, Paris, 
1894). Noch eine dritte Definition rührt von R. Dedehmd her 
(»Stetigkeit und irrationale Zahlen*, Brannachweig, 1872, 1892). 
(Vgl. auch G. Gantor, Math. Ann., Bd. XXI [1883], S. 564 bis 
671; A. Pringshäm, Encykl. d. math. Wiss., Bd. I, S. 49 — 58, 
63—67). 
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Die Frage nach der EsisttDz der Irrationalzahlen ist TOn 
B. Russell (»The Principles ot' Malhcmatics«, voi. 1, Cambridge, 
1903, 8. 270—286) eingehend erörtert. Er findet, daß mau 
die Existenz einer Irrationalzalil (allgemeiner, einer reellen Zdlil] 
nur beweisen kann, wenn man die reelle Zahl gerade als die 
Klaase der , definierenden ' Ration alz ahlen (nicht, v:m Heine n.a., 
ah , Zeichen'} definiert. Es folgt daraus, daß die Kation alzahl 
a wohl zu nnterscheiden ist von der reellen Zahl a (die Be- 
gi-iffe sind ganz verschieden); doch näher hieranf einzugehen, 
scheint hier nicht geboten [siehe Russell, a. a. 0.). 

9) Zu. S. 25. Die folgende Schlnßweise, die, wie G. Cantor 
(Math. Ann., Bd. XXIU, 1884, S. 455) bemerkt, durch einen 
wesentlich andern kaum ersetzt werden kann, ist im Wesen 
sehr alt. In neuerer Zeit findet sie sich auch in einigen zahleii- 
theoretiaohen Untersuchungen von Lagrange, Legendre nnd 
Dirielüet, im Note 3 von Caiichya >Cours d'analyae« (beim 
Beweise des im Titel der \oihegenden Arbeit stehenden Satzes} 
und in den Vorlesungen Aber analytische Funktionen von 
Weierstrass (m. s. Bisi-mann a a O i. Die Schlußweise kann, 
wie 0. Vehlm 'Bnll. Amei Math F-oc. (2), Bd. X, 8. 437) be- 
meikt hat, duvch einen Sitz von Hcme-Borel (vgl. Sdioenßif^, 
a. a. 0., S. 51 — 52) ersetzt werden. 
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Untersuchungen über die unendlich oft 
oszillierenden und unstetigen Funlctionen. 

Van 

Hermann Hankelv. 



Einleitende Bemerkungen ülter den Fnnktionsbegriff. 

Nelt llen entaelieie ^ o 1 e! e flr le S^ntl es 1 

eä zl che \ eile gnung allgeme uer Methoden h» ikte seid 
int ke Mathem^t k gegen ibe unse ei uue en W '*3en^ch^tt es 
g bt neben diesem mehr dnßeren i m^en noch e nen t el 
legenden leoleu Gegensatz welche auä der veracheleie 
Stellano- entapr gt n vel he a el be le z der vssenächift 
1 hen Verwendung des Beg ff s der Ve tnle 1 el ke t e 
setzt htben 

Denn 1 e d le ilten lea Be„ fi der Bewegung- dei 
räuml eben A ad nckes de ^ rindeilcbket aua Belenke d 
a ä ler pl losopb a hen Schule der Eleaten auf s e tibe »-e 
gangen wa en n hrem strengen "^ steme n emala und i eh 
dei Fei andiung pb onom seh e zeno-te Ku ven r o Ubei 
gebend ve venien ao lat e t Ic oue e Mathe mat k vo dem 

♦j lade n n r d e le zt Arte t von Herrn n Ba lel velci e 
b aber lurch d e Ar hre 'V er ffentl hnn nur s twe zn^ ngl c! 
w r erne t zun \bd nck brnbOn echneu n r aut len Dank des 
mithemat sehen Publ kuma w d do h a t d eselbe be fast allen 
neueren Un ersuchnno'en ber<lenFnnWt onsbegr ffznruckgeg no-en 
Dabe w rd nin es nur b 11 „en, daß w den Abdruck durch u 
würtlieh gestalteten und also die Inkorrektheiten, welche die Arbeit 
iw einzelnen enthalten mag, als nebensächlich betrachteten. 

Die Ked. d. math. Annalen. 
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Augenblicke, als Descaries vom der reia algebraisclien Behand- 
lung der Gleicliungen dazu fortsehritt, die Größenveränderuugeu 
zu untersuchen, welche ein algebraischer Ausdruck erleidet, 
indem eine in ihm allgemein bezeichnete Größe eine stetige 
Folge von Werten durchläuft. 

[64] Die Abhängigkeit, in welcher hiernach die Wertreihen 
zweier veränderlicher Größen stehen, findet ihren anachauliehen 
Ausdruck in dem Verhältnis der Ordinate zur Abszisse einer 
krummen Linie, und bedurfte so lauge keines besonderen Ter- 
minus ^ als man sich auf die Untersuchung spezieller Fälle be- 
schrän kte. 

Die Entdeckung des Infiuitesimalkalkuis aber mit seinen 
umfassenden Methoden drängte zu einer allgemeinen Bezeich- 
nung dieses Abhängigkeitsverhältnisses, das nach LeHmitzens*] 
Vorgange Joh. Bernmdli**] im Jahre 1718 als »Punktion« 
bezeichnete. 

Der Begiiff der Funktion ist von d» in der tundamentile 
■Vusgangspuukt tili die \nilyais gewoideu, deren epocht 
machenden Fortschritte auts engste mit der \u^bildun^ zu- 
sammenhängen, welche ei illm'ihhch Pilitten hit 

Euhi, der das wissenschaftliche Bewußtsem in dei Mitte 
des vorigen Jahihundeits am vollständigsten vcrtiitt dehnieit 
in wesenthoher Übeiemstimmung mit seinen ^oigängein** I 
Fuüctio quuititatis ^aiiabilis est expresaio anahtica 
quomodocunque compoaita ex illa quantitate vaiiabili et 
Dumeiis seu quantitatibus constantibus ' 
Wir haben uns nntei einem solchen »anilj tischen Aus- 
druck«, dessen Bedeutung Ltiki nahei zu bestimmen nicht 
für nötig h4\t, nichts anderes zu denken, ils eine nach dem 
T\puä algebiaischer Funktionen gebildete Gioßenabhangigkeit 
Denn die transzendenten Funktionen dachte man sich duich 
Entwicklungen bestimmt, \\elche aus einei Anzahl von Ele- 
mentaropeiationen (4ddition, Snbtiakfion, Multiplikation und 
Division] ebenso gebildet ■nerden, -ils die algebraischen duich 
eine endliche Anzahl solchei , ohne daß man sich ubei die 
Zulässigkeit einer solchen gienzenlosen Fortsetzung dei Ope- 
rationen, Bedenken gemacht hätte Zn jenen vier Spezies 

♦ Acta Erndit 1693 April p 170 und 1694 Juh p 31(. 
*»] Opera ommi t 11 p 241 Vgl inth Uthittn et Joh B-r 
iwuäii commerc epist t I p ASb nnd Jit Bfjii iiUn i>pir jn ii 
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traten dann noeli die Diffei-entiation und Integration als die 
der Analysis eigenen Operationen hinzu. 

Indem man sieh immer an jenes Vorbild der algebraischen 
Pnnktionen anlehnte, so nbertrng man alle allgemeinen Eigen- 
schaften, die man an den algebraischen Funktionen bemerkte, 
ihre besondere Stetigkeit, ihre Singularitäten, ihre besondere 
Weise, unstetig oder unendlich zu werden, ohne weiteres auf 
alle Punktionen. [65] Da man bei den algebriüsehen Funk- 
tionen die Reihenentwicklung nach Potenzen eines Inkremen- 
tes, den Differentialquotienten und das Integral direkt ableiten 
konnte, so hielt man sieh nicht nur für berechtigt, die Existenz 
einer solchen Reihe, des Differentialquotienten und Integrales 
ganz allgemein für alle Funktionen anzunehmen, soadern man 
kam überhaupt nicht auf den Gedanken, daß hiei'in eine Be- 
hauptung, sei es nun als Axiom oder Theorem liegt, — so 
selbstverständlich erschien diese, von der geometrischen An- 
schauung der die Punktionen repräsentierenden Kurven schein- 
bar unterstützte Übertragung der Eigenschaften algebraischer 
Punktionen auf die Transzendenten; und Beispiele, in denen 
recht eigentlich analytische Punktionen*) Singularitäten zeigten, 
die von denen der algebraischen Punktionen wesentlich ver- 
schieden waren, bUeben gänzlich unbeachtet. 

Wenn beliebig gezeichnete Kurven in irgend einer Be- 
ziehung von dem Verhalten algebraischer Kurven abwichen, 
so naunte mau sie**) »curvae discontinuae seu mixtae seu 
iiTCgulares« im Gegensatze zu den in einer Gleichung ent- 
haltenen »curvae continuae«, und war der Überzeugung, daß 
jene auf keine Weise durch eine analytische Gleichung dar- 
stellbar seien. Indem man jedoch die Abhängigkeit der Ordi- 
nate solcher Kni-ven von der Abszisse als willkürliche Funktion 
in dem Problem der Saitenschwingungen einfilhi'te, ging man 
bereits über die eigenüiche Definition des Punktionsbegriffes 
hinaus, und d'Akmberl hatte recht, wenn er behauptete, dies 
sei jcontre les reglos d'analyae»***). 



1 ■; 1 f dx 

l + e'' •' 1 + e^- 



. für a = 0. ZuiD 



Beweise des im Teste Gesagten, diene z.B. d'Memberi Bist, de l'Acad. 
Berlin för 1747. p. 236. 

*•) Elfler, Introd. in au. inf. t. IL p, 6. 

***) OpuBc. rnath. t, I. p. 32. Die ganze Polemik, die sich über 
das Problem de eliordis vibrantibus zwiscben d' Alemberl , Eukr, 
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In noch iiel staikeiem Maße aber göscLab diea mdem 
man sich gedi'ingt sah die für ein gewHse^ Inten all dei 
\ erlndei liehen wohl (leßiiierten Funktionen aut ein weifeiL.a 
Gebiet auszudehnen , und Funktionen lüi all« reellen \\erte 
des Äigumentes zu bestimmen nenn lucli ihre mspiilnghche 
Dcfinit on anf ein beshmmte'' Gehiet besohiankt wir Dos 
eiste Beiipiel einei solchen Foi'tsetzung wai die Bestimmung 
dei Logaiithmen negatner Zahlen Damit abci hitte man dpn 
Boden gänzlich veiUasen auf den min aich duich die Defimtioi 
der luiiktion eilen Abhängigkeit gestellt hattt und cm iieuei 
Punzip gescliafien das ich etwa folgendermaßen aus piechcn 
zu können gUube 
[66] \\eun im ein debiet dei ^ eiändeihchen eine Ent- 
wipUuug gegeben ist welche nicht uamittelb-\i ilbei 
die Grenzen desselben foitgesetzt weiden kinn weil sie 
auberhalb ihie Bedeutung \eilieit wenn feiner tiir em 
andeies Gebiet dei \ei,inderliclien eine andere Ent- 
wicklung gegeben lat welche in das erste Geb et t rht 
foitgesetzt weiden kann und es keine füi beide Gebiete 
gültige Fntwicklung gibt so sollen beide Entwicklungen 
als zu emer Funktion gehjiig angesehen weiden wenn 
die Fnnktion m jedem der beiden Gebiete dieselben 
Eigens, haften zeigt 
Daß man hieimit einen wesentlich nenen Funktion sbegiiff 
gesetzt hafte konnte nm ao wenigei bemeikt weiden als man 
niemals dieies Piinzip als solches eikannte wenigstens nicht 
auaditicUich toimulieite und so aah man sieh denn auch nicht 
\eianlaßt genanei zu nntei-suchen ■nelehe Figenschaften nnd 
Relationen zwischen ien i unkt onsworten dazu erfoideilich 
seien um die Einheit dei funktußpllen Abhängiekeit m zwei 
veiwhiedenen anil^tischen Entwicklungen ti i \ench edeuc 
Gioßengcbiete zu veibuigen 

Eine ganzt, Reihe von unzuie cLend odei fehleihaft ei 
wiesenen nicht genügend determinieitcn soaie vcn duchaui 
falschen Sitzen*) le^en gentigendes Zeugnis diion al w e un 



Dan BfmouUi und laq a ge erhob nud uns vollatandigen Einblick 
tn die Anschanungen gew ihrt die man damals mit dem Fnnktions 
begriffe verband lat in mei terh ifier Wn'ie von Riemann darge 
Btellt worden (Üb d Daratellbirkeit einer Funktion d. eine trigon. 
Eeibe. 1867. Abb d & ti (tCs t 1^ Art 1 

*; In dieser Beziehung erinnere ich nur an Lagrmiffis Beweis 
des Tay/orsehen Lehrsataes wie er ihn noch 1813 (th6or, d. fonct. 
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[67] Damit aber war, wie man, freilich zögernd anerkannte, 
der ganze ältere Begi'i ff unmöglich geworden: Wenn jene fimctio- 
nea discoiitinuae aneh durch analytische Ausdrücke darstellbar 
waren, ao konnten die Eigenschaften algebraischer Firaktionen 
nicht mehr als typisch auf alle Tranazendenten übertragen 
werden; nnd wenn eine und dieselbe EeÜie für verschiedene 
aneinanderstoßende Gebiete der Veränderliclien verschiedene 
analytische Gesetze repräsentieren konnte, so fiel das oben 
formulierte Prinzip der Fortsetzung in sieh selbst zusammen. 
Es blieb nur übrig, das Axiom, daß jene Eigenschaften 
der algebraischen Funktionen, die sich auf ihre Stetigkeit 
ihie Entwiekelbarkeit in Potenzreihen nsw beziehen alkn 
analytischen FunkIJonen ebenfalls zukommen und dahei anth 
die Forderung, eine Funktion solle analytstb diistellbai sen 
als eine bedeutunglose fallen zu lassen; und 1cm in aO 
den Knoten zerhieb, folgende Erklärung zi gobei 

2 6ä:, gab, und, daß Caiicky i.Le?. Bur le calc dft i 10-. 1*<-J 
>eiitdeckte«, wie dieser Satz zuweilen »en d^faut« ist temer dar n 
daß Oauß (Theor. ä. res. funet. dem. tertia irt 4) erst 1816 n 
bestinuuter Weise auf die Unznläesigkeit e ner Integr t n über 
nnendliche Werte der Funktion hinwies']; daß erst 1826 Jfei (Grelle, 
Jonrn. t.I. p.311) eine richtige Bestimmung der Potenz nnd der bino- 
mischen Reihe lieferte, nnchdem Poisson anf rerschiedene Para- 
dosien in dieser Beziehnng animeiksam gemacht, nnd sich MäDner, 
wie Poinsot IRech. eur ranalyae d. sectlona angul. 1825) und viele 
andere vergeblich mit deren Aufllisnug beschäftigt hatten; ich er- 
innere feiner an die vielfachen ungenügenden und fehlerhaften 
Versuche, die slIgemeiDe BegrifTebestimmung der nnmerischen Fa- 
kultäten für gebrochene und negative Werte der Veränderliebeu 
zu geben, die erst Weierstraß ^Grelle, Joiirn. t. 51. p. 1) 1866 durch 
deren richtige Definition erselzte naw. naw. 

*j Bull. d. scicDc. p. I. soc. pbilomatique. t. I. p. 113, 
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Eine Funktion heißt y von x, wenn jedem Werte 
der veränderlichen Größe x innerhalb eines gewissen 
Intervalles ein heatimmt^r Wert von y entspricht; gleich- 
viel, ob y in flem ganzen Intervalle nach demselben 
Gesetze von x abhängt oder nicht; ob die Abhängigkeit 
durch mathematische Operationen anagediückt werden 
kann oder nicht. 
Diese reine Nominaldefinition , der ich im folgenden den 
Namen Diridtlel& beilegen werde, weil aie seinen Arbeiten 
über die Fownei-schen Reihen*], welche die Unhaltbarkeit jenes 
älteren Begriffes zweifellos dargetan haben, zugrunde liegt, 
reicht nun aber für die Bedürfnisse der Analysis nicht aus, 
da Funktionen dieser Art allgemeine Eigenschaften nicht be- 
sitzen, nnd damit alle Beziehungen von Fnnklionswerten für 
verschiedene Werte des Argumentes in Wegfall kommen. 

Es ist so eine empfindliche Lttcke in den analytischen 
Fnndamentalbegriffen entstanden, die, obgleich sie überall mit 
Stillschweigen übergangen wird, doch nicht minder vorhanden 
ist; wie ein Blick selbst auf die besseren Lehrbücher der 
Analysis lehrt. Das eine definieii die Funktionen wesentlich 
im Äferachen Sinne, das zweite verlangt, y solle sich s gesetz- 
mäßige mit X ändern, ohne daß eine Erkläining dieses dunklen 
Bf^riffes gegeben ist, das dritte definiert sie in der Weise 
Diiiekhh, das vierte gar nicht; alle aber leiten ans ihrem 
Begriffe Folgerungen ab, die nicht in ihm enthalten sind. 

[68] Es war nötig, über den DiricA/e^chen Begriff hinaus- 
Eugehen, wie bereits Gauchy dies seit dem Jahre 1815 zu tun 
begann^}. Aber erst in neuester Zeit (1861) ist durch Rk- 
mam,n**) mit echt philosophischem Geiste ein fester Grund 
neu gelegt worden, indem er, von dem Dirichkt&cheu Begriffe 
ausgehend, den der [monogenen) Funktion einer komplexen 
Yariabelen begründete, und so jener leeren Definition wieder 
einen Inhalt gab, der sieh dem des älteren Begriffes annäherte. 
Es war dem Grtlnder der Funktionentheorie komplexer 
Veränderlicher leider nicht vergönnt, sein System allseitig und 
na«h dem einheitliehen Plane aufzubauen, dessen Großartigkeit 
wir aus den schönen uns bekannten Bruchstücken noch er- 
chließen können. 



*) Eepert. d. PhyBik, her.v. Dove 1. 1. 1837. p. 152. (S. Klass. 116, 
-31,) 

**) Grundlagen f e. allgem. Theor. d. Punkt. Göttiogen. 
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Die Grundpfeiler des neuen Systema werden liier und ü-a 
noch nicht fUr sieber und fest genug gehalten, nm von ihnen 
aus da9 ganze Gebäude der Analyais aufzuführen, und nament- 
lich das von Biemann m edler Bescheidenheit naeh Dirichlet 
benannte Prinzip ist neuerdings mehrfach angegriffen und ver- 
teidigt worden. 

Die Bedenken sind hergenommen von gewissen a priori 
denkbaren Ausnahmefällen, in denen die Funlttionen Un- 
atetigkeiteu zeigen, die nicht ohne weiteres auägeschloase» 
werden können und doch die Schlüsse, die man auf alle der 
Definition genügenden Funktionen anzuwenden hoffen durfte, 
alterieren '). 

Ich glaubte nun, daß der einzige Weg, nm über diese 
UnStetigkeiten ins Klare zu kommen und damit den Entscheid 
ttber die Natur der Funktionell vorzubereiten, der sei, sich 
von allen Vorstellungen, wie sie auch dem modematen Mathe- 
matiker noch aus dem Euler&oihta Funktionsbegilffe anhaften, 
loazuaagen und zunächst einmal die Mannigfaltigkeit der in 
dem reinen Dhiokktachen Funktionsbegrifl'e enthaltenen, mög- 
lichen Größenbeziehungen aweier Veränderlichen auseinander- 
zulegen, dabei aber besondere Aufmerksamkeit den bisher 
wenig oder garnicht beachteten, den illegitimen Funktionen 
zu achenken. 

In der folgenden Abhandlung habe ich den Versuch 
gemacht, , diese Paradosien der Funktionen zu behandeln, 
indem ich mich zunächst auf reelle Variabele und reelle 
endliche Werte der Funktionen einer Veränderlichen be- 
schränke. 

Nachdem in § 1 der Sinn, den ich in dieser Abhandlung 
mit dem Worte »Funktion- verbinden werde, festgelegt, in 
§ 2 die verschiedenen denkbaren Arten der Stetigkeit und 
Ilnstetigkeit von Funktionen in Punkten erörtert sind, so gehe 
ich in § 3 zu der Betrachtung stetiger Punktionen im allge- 
meinen über und zeige, daß außer den gewöhnlichen analy- 
tischen Funktionen mit endlichen, in endlicher Zahl auf einem 
gewissen Intervalle liegenden Oszillationen, auch Funktionen 
mit unendlich vielen Oszillationen uneudlieh kleiner Ampli- 
tude denkbar sind. [69] Ausschließlieh solche Funktionen 
dieser Klasse, welche nur in der Nachbarschaft einzelner 
Punkte jene unendlich vielen Oszillationen zeigen, sind bisher, 
soviel mir bekannt, durch analytiache Ausdrücke dargestellt 
worden. Mit Hilfe eines Prinzipes, auf welches ich durch ein 
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Beiapiel JUemanns'^) aufmerksam wurde-*), und welches ich das 
der Kondensation von Singularitäten nenne (§4), iat ea 
mir gelui^en, in § 5 analytische, unbedingt konvergente 
Reihen aufzustellen, die in ganzen Intei-vallen durchaus os- 
suUieren. 

Während nun alle diese Funktionen stets der Integi'ation 
unterzogen werden können, so bietet die Frage nach der 
Existenz eines Differentialquotienten eigentümliche 
Schwierigkeiten dar. Es ist diese bisher nur selten einer 
Erörterung unterzogen worden**), weil man die Existenz einer 
Tangente an jedem Punkte einer Eurve als aus unmittelbarer 
geometrischer Anschauung gewiß, und für eine aelhatverständ- 
liche Folge der slex continultatiai anaali, die man wie eine 
Katurnotwendigkeit im Gebiete der Mathematik reapek- 
tierte. Wenn aber aucli dies dunkle sGeaetz der Stetigkeit« 
in der Tat alle Bewegungen in der Natur behen'schen sollte, 
ao darf es docli das Gebiet der reinen Mathematik auf keine 
Weise beschränken; und jene unmittelbare intuitive Gewißheit 
hat man selbst in durchaus geometrischen Gebieten als ao 
trügerisch befunden, daß aie auf den Rang einea wiaaenschaft- 
lichen Beweises nicht mehr Anspi-uch macheu darf. Nach dem 
Vorgange von Gauß^**], Diiiokkt, Jacobij;) u. a. iat denn 
auch die Überzeugung, daß die Existenz eines Differential- 
quotienten stetiger Funktionen keine notwendige Folge der 
Stetigkeit sei, sondern eine besondere Voraussetzung involviere, 
unter den neueren Mathematikeni eine ziemlich a%emeine ge- 
worden, obgleich noch gar mancher an stetige Funktionen 
ohne Differentiatquotienten »nicht zu glauben« erklärt. Ich 
darf hoffen, in § 5 diesen Unglauben ala ein Vorurteil dar- 
getan zu haben, indem dort völlig bestimmte Funktionen der 
angegebenen Art in analytischem Ausdrucke durch unbe- 
dingt konvergente Reihen dargestellt werden s). 

[70] In § 6 und 7 habe ich die linear unstetigen Funk- 
tionen untersucht, d. h. solche, welche auf einem endliehen 

*1 Üb. d. Darst. e. Funkt, art, 6. 

**) Der, soviel mir bekannt, einzige Versuch Amperes, die 
Existenz eines solchen a priori für alle Funktionen zu erweisen 
(Jouin. de l'^e. polyt. cah. XIII, 1806. p. 148; iat ganz verunglückt 3). 
***) Allg. Lehrs. jn Bez. auf d. im verk. Verh. etc. art. 16- 
t) Mündlicher Überlieferung nach soll Jacobi in seinen Vor- 
lesnugen zuweilen bemerkt haben, »man könne sich stetige Kurven 
mit nuendlioh vielen Spitzen denken.< 
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InteiTalle eine unendliche Anzahl von Lösungen der Kontinuität 
ze^en, und dieae nach ihrem inneren Charakter in zwei we- 
sentlich verschiedenen Klassen, die punktiert-, und die in 
Linien total nnstetigen geteilt, die sich auch (§ 8) insofern 
wesentlich verachieden verhalten, aJs die ersteren immer, die 
letzteren niemals integrabel sind '), In g 9 sind beide Klassen 
unstetiger Punktionen durch analytische AusdiTlcke dai^estellt. 

In den Schlußbetrachtungen habe ich endlich die erhaltenen 
Resultate zu einer Kritik des Funktionsbegiiffes verwendet und 
zu zeigen versucht, daß diese mit Kotwendigkeit auf die Rier- 
mawwsche Definition fuhrt, an welche sich in der III. Note 
einige Bemerkungen über die lineare Unateligkeit von Funk- 
tionen komplexer Veränderlicher anschließen. 

Soviel zur vorläufigen Orientiei-ung über diesen Beitrag zur 
Metaphysik unserer Wissenschaft, den ich im folgenden dem 
Urteile der Mathematiker unterbreite. Ich verdanke die An- 
regung zu diesen Studien wesentlich Riemanns Schriften, ins- 
besondere seiner glänzenden Arbeit Aber die trigonometrischen 
Reihen, nach deren Erscheinen es keiner Entschuldigung mehr 
bedarf, sieh mit diesen Fragen an beschäftigen, welche, wie 
ihr Verfitöser in Übereinstimmung mit Dirioklet bemerkt, »mit 
den Prinzipien der Infinitesimalrechnung in der engsten Ver- 
bindung stehen und dazu dienen können, diese zu gi'ößerer 
Klarheit und Bestimmtheit zu bringen«. Sollte mein Versuch, 
auf einem so schUlpfrigen, bisher nur selten betretenen Boden 
festen Fuß zu fassen, teilweise mißlungen sein, und es den 
Resultaten hier und da an dem wtinschens werten Abschluß 
fehlen, so glaube ich, auf einige wohlwellende Nachsicht rechnen 
zu dürfen. Denn es war bei der gelegentlichen Veröffentlichung 
dieser Gedanken meine einzige Absieht, andere Gelehrte zu 
veranlassen, ihr Interesse auch diesen fandamentaleu Problemen 
der Wissenschaft zuzuwenden, welche die neuere Funktionen- 
lehre nicht mehr abzuweisen gestattet. 



Begriff der Ennktion. 

Um alle Unbestimmtheit zu beseitigen, erkläre ich hier, 
daß im folgenden, mit Ausnahme weniger Stellen, au denen 
dies besonders bemerkt werden wird, nur von reellen Werten 
der Veränderlichen und von reellen Funktionen die Rede 
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sem wird, und ein Ünendliohwerden der F akt n b rill 
ausgeschlossen sein soll. Demgemäß dehn ere eh 

Eine Punktion vou x nennt mia / ) enn zu 

jedem Werte von x innerhalb eines g ^s ssen Int viUe 

ein einziger bestimmter Wert on f x\ "ehü t 

[71] Es ist dabei gleichgültig, wolier und vie ma /{a] 

bestimme, ob durch analytische Größenope ationen oder a f 

andere Weise. Nur muß der Wert von /(c) ItberiU enlentig 

und bestimmt sein. So wäre f^] := m n nem = 

umgebenden Intervalle keine überall bctt mmte Funkt en o 
lange sie nur durch ihren analytischen Ansdrurk defin ert d 
Denn dieser wird in a: = völlig unbeat mmbai un 1 nnbe 
stimmt, während er in jedem sc = noch so nahen Punkte 
allerdings bestimmt ist. SoU sie obigem Be" ffe e le vjUg 
bestimmten Funktion genügen, so muß der '^ert /"[Oj noch 
besonders, etwa ^0, oder =1 oder nders festgestellt se n 

Ebensowenig ist /"(x) = c'- in x^O bestmmt dt es f los 
tive unendlich zu Null abnehmende x uncn 11 ch a t nega 
tive % unendlich abnimmt. Wohl abei t 
sina; sin ^x sin 3 



eine überall bestimmte Funktion. 



§ 2. 
Begriff der Stetigkeit. 

Eine Punktion f[x\, welche für a; = a einen be- 
stimmten endlichen Wert f[d] hat, nennt man in diesem 
Punkte stetig^), wenn e stets so klein angenommen 
werden kann, daß die Differenz; 

für alle (5, die numerisch ■<| « sind, numerisch kleiner, 
als eine beliebig kleine Größe q ist. 

unstetig heißt sie im X'unkte ai = a, wenn f nicht 
so klein genommen werden kann, daß 

für alle ö, die numerisch < e sind, numensch unter 
jeder beliebig kleinen Größe u liege. 
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Es lencUtet ein daß wenn dib Funkt oa iii i ^ i atetit; 
ist, das s so klein bc'*timnit weiden kann d<tt nie aurh 
d < £ angenommea weiden muge /" o + e) ^ /"^a -[- 6 nume 
lisch. kleiüKi als jede gegebene (Tiöße o bleibt, nicht aber 
umtcekehrt Denn *enn letztere Bedingung erfüllt ist so kann 
darius nui geaehlosten weiden daß sich f{a -\-- e] mit unendlich 
abnehmendem t einei drenze* aan'iiiere die ledoch von f ;j 
ganz verschieden aem kann wie das Beispiel Fo'uirrhiheT 
Reihen an itien L nstetigkeitipunkten genügend beweist 

[72] Ich will die Bigenschift einer Funktion 'W enu da-- 
positive f stets so klein gedacht weiden kann daß f i -{- i 
— l{a -\- d) für jedes von Null reisthiedene 6 <^t nnmt 
Dsch kleiner als eine beliehia; kleine Giöße <j ist — daduich 
bezeichnen daß leh sige 

Die Funkt on sei in unmittelbaiei iNahe les 
Punktes j: ;= i aui dei lechtcn feeiie stetig. 
Es kann dies also stattfinden, ohne daß die Funktion im 
Punkte T = a selbst stetig ist ibei uicht umgekehrt. Die 
Stetigkeit m einem Punkte zieht stets die Stetigkeit in seiner 
unmittelbaren Nahe und zwai rei-hter und Imker Seite nach 
Sich Es kinn fernei ([r] lu jedem x^ t beliebig nahe 
kommenden Punkte a- ^ a -(- e stetig sein ohne doch in 
dem Punkte x =^ a odei nui in aeinei unmittelb treu Nähe 
stetig zu sein Em Beispiel hicrtfli heteit die 1 iinktion 

f{x] = sin ^— -- , 

welche in jedem x = a noch so nahen Punkte stetig ist ohne 
es in X = a selbst zu sein, wie man auch den durch die 
analytische Definition nicht bestimmten Weit deiaelbm in 
X ^ a annehme. Aber auch in unmittelbarer N ihe \ on x. ^ u 
ist sie nicht stetig; denn man wird nie f so kkm michen 
können, daß 

/■(« H- «) — f{a +6) = sin-- — sin -^y 

für jedes von Kuli verschiedene ö <; « unterhalb einer be- 
liebig kleinen Große liegt; da diese Differenz fortwähi-end 
zwischen den Grenzen ±: 1 hin und her schwaukt. ~ 
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ist die Funktion, wie ackon bemeikt fm ledea x = a-\- e, wie 
klein aueh t sei, stetig denn \oiateheiide Differenz läßt sicli, 
wenn e konstant gehalten wud durch innäheniiig dea (S an e 
lieliebig klein micLen 

leh denke, man kann d esen F il!, daß f{x) in jedem r, = a 
beliebig nahen Punkte stetig lat didnrcii bezeichnen, daß man 
aigt 

Do Fmkttn au bi-* in unmittelbare Nahe von 

Ea folgt dai tua ni ht 1 iß sie i n unmittelbarer Nähe von 
X ^ a stetig aem müsse Und umgekehrt: Es kann eine 
Funktion in eiuem Funkte uud m -leiner unmittelbaren Nähe 
stetiij sein ohne es Iris lu seine unmittelbare Nähe zu sein, 
wie d es Beisp ele des § 9 genügend beweiaen. 

Es k nnen sich terner f[a -|- 6) und f{a — ö] mit «nend- 
1 eil abnehmendem d zweien Grenzen nähern, welche vonein- 
andei und von /(aj veiachieden sind. Mau sagt dann, die 
Funktion mache hier einen »Sprung«, und nennt jene Grenzen 
die Sprungwerte. Es kann aber f[a) mit dem Grenzwerte 
von f{a + ö] zusammenfallen und von dem Grenzwerte des 
/ a — ö) verschieden sein. [73] Dann werden wir sagen, die 
Funktion sei im Punkte x -^ a auf der rechten Seite stetig, 
links aber nicht 

Endlich können die Grenzwerte f{a + ö) und f{a — 6] 
gleit h, dei Weit f{a) aber von ihnen verschieden sein*)'). 



Stetige Funktionen. 

Schlechthin stetige nennen wir -iolche Funktionfu 
welche m jedem endlichen Intervalle uber'iil, mit Ausnahme 
einer endlichen Anzihl von Punkten stetig sind Wii be- 
schlanken uns hiei auf die Betrachtung derjenigen luteivalle 
ftekhe zwischen solchen Inttetigkeitspunkten hegen in denen 
\Sao die t'hinktionen duichaus stetig endlich nnd bestimmt 
sind 

Fm die meisten inalytischi.n lunktionen, die m'in biahei 
m Unteisuchnng gezogen hat laßt sich in jedem Punkte i = 

* Liemanii hit Grundlagen t e alle: Tli p U dl elnsieti 
keiten ah solche bezeichnet wekhe »durch Ab mletunn de« Funk 
tionawertes m einem Punkte hehl ic sind 
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ein positives Intervall e so bestimmen, daß für alle ö < e 
die Differenz f {a -^ ö) ^ f{a] nicht allein numerist^h kleiner 
ab eine beliebig kleine Größe ö, sondern auch einerlei 
Zeichens ist, und die Differenz mit abnehmendea 6 immer 
abnimmt; ein ebensolches Intervall aber auch auf der anderen 
Seite des Punttes a; = a vorhanden ist. Sind in diesem Falle 
die Zeichen der Differenzen f[a + ö) — f{a) und f{a — ci") — /"(a) 
dieselben, so ist in a; = a ein Maximum oder ein Minimum; 
sind die Vorzeichen verschieden, so ist keins von beiden vor- 
handen. Auf ein Maximum folgt im Verlaufe einer solchen 
Funktion ein Minimnm und umgekehrt. Man nennt ein solches 
Stück der Funktion zwischen einem Maximnm und Minimum 
eine Oszillation, die Differenz des Masimal- und Minimal- 
wertes die Amplitude desselben-*). 

Die Funktionen der angegebenen Art haben auf jedem 
endlichen Intervalle eine endliehe Anzahl von Oszillationen. 

Nach dem Bilde dieser Funktionen, welche die Aualysis 
fast allein kennt, kann man sieh nun die anderen stetigen 
Funktionen denken, in denen, wie klein man auch s nehmen 
möge, doch f{a-]-6] — f(a) nicht für alle d<Ce desselben 
Zeichens und nicht mit d immer abnehmend ist. Ein Beispiel 
eines solchen Verhaltens liefert die Funktion; 

f{x] = X sin — ; 

[74] welche in a; = den Wert f{Ö] = hat und gewiß stetig 
ist; denn man kann die Differenz: 

f(d] — f{0. = d sin -y 

jedenfalls beliebig klein machen, obgleich sie für abnehmende 6 
immerfort zwischen positiven und negativen Werten oszilliert. 
Wir können dies Verhalten wohl so bezeichnen, daß f{x) in 
der unmittelbaren Nähe von x = 

unendlich viele Oszillationen mit unendlich 

kleiner Amplitude habe. 

Was hier nur in unmittelbarer Nahe eines einzelnen Punktes 

stattfindet, kann für gewisse Funktionen in einer unendlichen 

Anzahl von Punkten geschehen, die unendlich dicht beieinander 

n LipsfhiU {Crdie, 
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liegen ; Beispiele solclier Funktionen siud in I und H des § 5 
gegeben. Charakteristiscli bleibt aber für dicae Funktionen, 
daß, wie klein man auch das von Null verscbiedene a an- 
nehmen möge, die Anzahl der Oszillationen, deren Amplituden 
> a sind, immer eine endliche ist, jedoch unbegrenzt wächst, 
wenn a unbegrenzt abnimmt. 

Man hat wohi auch von stetigen Funktionen gesprochen, 
welche eine unendliche Anzahl von Oszillationen mit 
endlicher Amplitude enthalten sollen, d. h. bei denen in 
jedem noch so kleinen Intervalle Oszillationen vorkommen 
sollen, deren Amplituden eine gewisse konstante Größe a 

übersteigen, und hat dabei etwa an f{x) = sin — in 3; ^ 

gedacht. Es ist aber leicht zu zeigen, daß diese Annahme 
einen inneren Widerspruch involviert. Denn, wenn an dem 
Punkte x = a kdn Intervall e existieii, innerhalb dessen für 
alle £, /■[»-[-£} — /■((») numerisch kleiner, als eine beliebig 
kleine Größe ist, sondern, wenn die Werte dieser Differenz 
innerhalb des Intervalles nm jene konstante Amplitude > a 
achwanken, so ist eben die Funktion, dem Begriffe der Stetigkeit 

nach nieht stetig; wie denn auch schon /"(a;) ^ sin - insj^^O 

selbt nicht stetig, sondern gänzlich nnbcatimmt ist. 

Für alle stetigen Punktionen ist daher die Anzahl der 
Oszillationen, weiche ^ sind, in jedem Intervalle 
endlich, wie nahe auch u der Null kommen möge. Sie zer- 
fallen aber in folgende zwei Klassen: 

I. Funktionen mit endlichen Oszillationen, d.h. die- 
jenigen, in denen die Anzahl der Oszillationen ]> ff über eine 
bestimmte Grenze nicht hinausgeht, wie klein auch a genommen 
werde. 

Hierher gehören alle algebraischen und die meisten der 
bekannten analytischen Funktionen, denen, mit Ausnahme 
einiger kritischen Punkte, wie in 

f[x) = sin — oder f{x) ^ x 

des Punktes x = 0, überall ein bestimmter, endlicher Diffe- 
rentialquotient zuzukommen pflegt. 

[75] Es lassen sich indessen Funktionen denken, welche zwar 
überall stetig sind und zu der Klasse der Funktionen mit 
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endlichen Oszillationen gehören und doch in uoendlieh vielen 
Punkten eines Intervallea unendlich große DiEferentialquotienten, 
also gleichsam »iiuendlicli viele Spitzen'i haben*). In III und 
IV des § 5 sind solche Funktionen in analytischer Reihenform 
dargestellt, in denen aicli die Differenz f{a -\- 1) — f[a) in un- 
endlich vielen Punkten a; = a bezüglich wie e'' und ■- - verhält. 



*) Ks liegt nicht fern, solche Kurven mit unendlich vielen Spitzen 
sich etwa auf folgende Weiss aDBchaulich vorzustellen: Man teile 
ein Quadrat von der Seitenlange 1 durch äquidistante horizontale 
und vertikale Parallelen in ein Netz von /i^ kleineren Quadraten; 
■ 3 dann von der einen Ecke des großen Qnadratea in 



zontaler, bald in vertikaler Richtung bewegt. Die Liinge des Wegs, 
den man hierbei durchmißt, ist immer dieselbe, nad zwar =2, wie 
man anch die Maschen jenes Netzes durchlaufe Man ivähle jetzt 
einen solchen Weg der sich mughihst an die Dngonale anschließt 
und treppeniurmig von dem einen Eckpunkte nach dem anderen 
aufsteigt indem die Diagonale alle ansspnngenden Ecken der 
Stufen trifte Min lasse nun u behebig nicbsen jener treppen- 
fütmigc Weg wird sieh dinn wenn ei m gleicher Weise Kon- 
struiert wird der Diagonale immer mehr annihem nnd sein Ab- 
stand von dieser behebig klein werden w ihrend aber die Tangente 
der Diagonale tur alle ihre Punkte denselben Wert besitzt, so 
schwankt die jenes trepp entSrm igen Znges fortwährend zwischen 
0° nnd W, und die Länge des letzteren bleibt konstant = 2, 
während die der Diagonale einen anderen Wert nämlich y 2 besitzt. 
Läßt man nun ,u unendlich wachsen, so scheint man durch diesen 
Grenzübergang zn einer Linie zu gelangen, die xwar in ihrem ganzen 
änl3eren verlaufe mit einer geraden Linie zusammenfLiilt, in ihrer 
inneren Natur aber wesentlich anders beschaffen ist, indem ihre 
Richtung in jedem Punkte gänzlich unbestimmt und ihre Lange 
von der der Geraden verschieden ist. Dies (der bekannten rota 
Aristotelica verwandte) Paradoxon beruht indes auf einer Er- 
schleichnng, indem dabei stillschweigend der Satz angenommen 
wird: «Wenn sich eine Schar von Kurven stetig einer Grenzknrve 
nähert, so gelten die Eigenschaften jener Schar auch t^r die Gienz- 
knrve.« Dieser Satz, vor dessen stillschweigender Anwendung sich 
freilich selbst bedeutende Mathematiker nicht immer bewahrt haben, 
ist aber im allgemeinen nicht nur unerweisHcb, sondern auch falsch; 
denn es sind genug Beispiele beizubvingen, wo eine Schar von 
Kurven mit stetig veränderlicher Richtung nnd Krümmung sich 
stetig einer Gtenzkntve nähert, welche pliitzliclie Änderungen der 
Eiohtnng nnd Krümmung zeigt. In unserem obi!>en Falle findet 
das Umgekehrte statt: eine Reihe von Kurven mit springenden 
Differentialqnotienten nähert sich stetig einer Kurve von konstanter 
Richtung. 
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[761 Es gibt aber aucli, was früher geleugnet zu werden 
pflegte, einfache tranazendente Kurven, welche stetig verlaufen, 
jedoch einzelne Punkte besitzen, in welchen die Grenzen, welchen 
sich die durch jene festen Punkte und benachbarte Knrven- 
punkte gelegte Sekanten annähern, zu beiden Seiten verschieden 
sind, ao daß also in diesen Punkten zwei Zweige der Kurve 
unter einem endliehen Winkel zusammen stoßen. 

Ein Beispiel hierfür ist 



«=/^'-. 



wo die Funktion unter dem Integralzeichen flberalJ endlieh 
bleibt, wenn y reeUe Werte durchläuft und nur fUr ?/ = 
unbestimmt wird. Es ist aber gleichwohl 



A0)==/- 



" 1 + 

bestimmt, und 



wischen UEd e liegender Wert ist. 



£ (1 

le nachdem m'in sich Mn der icehten odti buken "-eiit, d m 
^nllpunkte niheit 

Ähnlich veihdlt ^ich das Integral jedei Funktion, die zu 
beiden Seiten emea Punktes ■vei'*ehiedene Werte innimmt 

Am Ende des § b sind nun stetige Funktionen m inilv 
tischer Foim angegeben welche in unendl ch vielen Punkten 
emea endlichen Intei\alles dieselbe Figenschaft ze een 
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II Funktionen m t unendlicli vielen iiazillj,tioiieD 
■unendlich, kleinei Ampi tude s nd solche 1 ei denen die 
Anzait der Oszillationen |> a mit abnehmendem u ibei alle 
Grenzen ■wichat -t 

Hierher gehurt die FunUiun (i := j am welclip WLiiig 

stena m einem a ^ umschließenden InteiviUe die ange- 
gebenen Eigenschaften zeigt [77] Andeie Funktionen welche 
dieselbe Eigentümlichkeit m unendlicli Mclen Punkten jeder 
Strecke besitzen sind in I und 11 des § 5 gegeben 

Was d c 1 S entialqu tienten betrifft ao kinn man lUei 
dngs F nktonen d eaei zweiten Klisse angeben welche in 
u encll ch V elen T nkten keine besitzen (wie I des ^ 5) es 
gbt abe a ch solche, bei welchen sich die Oszillationen 
gle chsam so abfla ken , daß in jedem Punkte ein bestimmter 
D tferent alquot ent existiert*) (vgl. IL des § 5). Einfacher 
ist die ünteisuchnug der Integi-ale, und es mag hier sogleich 
bemerkt werden, daß in § 8 gezeigt werden wird: die stetigen 
Funktionen beider Klasaen sind stets integrabel. 

Was die Entwicklung stetiger Funktionen in FoMrierache 
Reiben betrifft, ao sind die Untersuchungen DiricfUeti**), 
welche ausdrücklich auf die erste Klasse beschränkt waren, 
dureh die Arbeiten von Lipsohitr,***) und liiemanu-x) dahin 
vervollständigt worden, daß alle stetigen Funktionen in perio- 
dische Reihen mit unendlich abnehmenden Koeffizienten ent- 
wickelt werden können '■^). 

*] Oh es müglicb ist, stetige Funktionen analytisch daran- 
stellen (oder auch nur au denken), welche in keinem Punkte eines 
endlichen Intervall ea einen beatimmten endlichen Differential- 
quotienten besitzen, steht dahin i*»). Denn man muß hierbei genau 
unterscheiden, ob in einem gegebenen Falle der Diflerentlalquotieut 
»n sich unbestimmt ist, oder nur in einer Form erscheint, deren 
Wert wir nicht zu bestimmen vermögen. So läßt b. B. die Funktion 

in dieser Form ihren Differential quotienteu unbestimmt, weil die 
Reihe zu schlecht konvergiert, um nach unseren gewohnlichen 
Methoden die Differenz f (a + e) ^ f c iur ibnehmende " bestimmen 
zu lassen; an sich aber ist fix) = 1 und keineswegs unbestimmt. 
**) OeWe, Jonrn. t. 4. p. 169 wird vorausgesetzt daß nur eine 
endliche Anzalil von Maximis und Minimis vorhanden sind. 

***) Grelle, Joum. t. 63. p. 301 ^ird die Entwickelbarkeil nach- 
gewiesen für Funktionen, in denen f{3: + i] — f':'j:', mit e schneller 



nmt, .al 



Ib. d. Daratellbark- art, 10. 
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§ 4. 
Kondensation der SingularitäteD. 

Es muß der Fortgang der theoretischen Entwicklung hier 
unterhrocben werden, um das Prinzip auseinanderzusetzen, 
welches die im vorigen Paragraphen angeführten illegitimen 
Funktionen analytisch darzustellen gestattet. 

[78] Es sei ep{y} eine Funktion, welche für alle Werte 
von y zwischen — 1 und + 1, mit Ausnahme von «/ = 0, einen 
völlig bestimmten, zwischen + 1 und — 1 liegenden Wert 
hat und das normale Verhalten analytischer Funktionen zeigt, 
daß (p{y-i-6) für ein genügend kleines d nach dem Taylor- 
sehen Lehrsätze 

entwickelt werden kann In ij r^ Q abei habe diese Funktion 
eine Singularität, welche die Entwicklung von ly (y) nach 
ganzen Potenzen von r nnzulaisig matht doch sei ihr Wert 
auch in diesem Punkte bestimmt, und zwai ip {O'i = 0. 

Diese Singularität, welche dei Funktion (p y] nur für einen 
einzelnen Punkt j/ = zukommt, kann nun einer Funktion /"(a:) 
so imprägniert werden, diß sie diese in unendlich vielen Punkten 
eines endlichen Intervilles besitzt, und zwii lud'-m man setzt 



m=:E 



£131 



Wenn s > 3 vorausgesetzt wird, so konvergiert diese Reihe, 
weil ihre Glieder numerisch nicht größer sind, als die der 
konvergenten Reihe 



2h- 



Die Punktion f[x) ist daher immer endheh und bestimmt, 
wenn der Funktion ip ()/) , 'Jtie vorausgesetzt, diese Eigenschaften 
zukommen. 

Um nun die Singularitäten der neuen Funktion f{^] zu 
untersuchen 12) I so bemerke man zunächst, daß nach bekannten 
Regeln 



2 h- 
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und daher 

f\x} =^ --—, + ^i^i , 

wo h einen echten Bruch bezeichnet. Somit ist, weun // ebea- 
falis einen echten Bruch vorstellt 

t(x + ej^f[x}—^^ - , ^^^,-_-, . 

Hierin bedeutet m eine beliebig große, e eine beliebig 
kleine Zahl, deren Wachstum und Abnahme wir in beliebige 
Verbindung miteinander setzen können. Wir wollen voraus- 
setzen, daß, wie groß auch m sei, immer me unter einer be- 
liebig kleinen Größe liege, [79] Da somit um so mehr ne 
eine beliebig kleine Größe darstellt, so ist die Entwicklung 
ip{aiiin[x-\- eJjt) 
= rp{sinnx7i] + nsTt aosnxrt ■ ip' {s\iin[x + xt] n) 
{wo Vi ein echter Bruch) gestattet, wenn nicht sinMfl;?r = 0. 
Dieser Fall aber tritt für kein Glied der Reihe ein, wenn x 
eine irrationale Größe ist; es ist dann 

fl. + .) - « = ,„^ ¥l'^-^; + ■'-']«) „„„„ + ^^_^ . 

Die Reihe rechter Haud ist konvergent, wenn s>-3, wie wir 
Toransgeeet^t haben; und es kann somit durch Verkleinerung 
von £ die Differenz f[x -j- f] — f{x) immer beliebig klein ge- 
macht werden. 

Die Funktion pr) ist daher in jedem irrationalen 
Punkte stetig unl noch mfh sie hit in jedem solchen 
Punkte einen \öllg bestmmten endi eben Differential- 



Denn es i^t 

Nun nähert sich mit stetig abnehmendem * unter dei 
Voraussetzung s > 3 die Reihe jedenfalls der Grenze 



"j'-'^''!"'.""' '»"' 
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und weitn man jene Beziehung zwischen dem Wachstum von m 
und der Abnahme von e genauer 'to detprmmiert, daß sm zwar 
unendlich abnehmen, ««i''~' = sin 7n^~^ aber unendlich 
wachäen soil, was z. B. durch die Substitution 

bewirkt werden kann, so sieht man, d^fi di i Rest verächwindet, 
also der Differentialquotient 



iu jedem in'ationalen Punkte eindeutig bestimmt und von der 
Abnahme des s ganz unabhängig ist. 

Die Punktion verhält sich demnach in jedem irrationalen 
Punkte ganz legitim ; einen wesentlich verschiedenen Charakter 
hat sie dagegen in den Punkten, wo x einen rationalen 

Wert, der in seiner reduzierten Form a: = — sein möge, besitzt. 
1.1 
[80] Fassen wir in der Reihe, welche f(a;+£) — fM bestimmt 

.^ f^(äinm[a; -f- f i ?r) — rp [sin nxjt] 
^ ______ 

zunächst die Glieder zusammen, für welche n kein Multiplum 
von n , so bilden sie eine Reihe, welche die eben besprochenen 
Eigenschaften hat, und mit eO bezeichnet werden mag; die 
1 Glieder aber, in denen für g 



haben eine ganz andere Natur; sie geben, da ylsinw- ?r] 

^ q>{^\ü.rvTT) = (p(0) also nach unserer Voraussetzung = 
wird, die Reihe 

1 ^ i-/>(± sin r/(5rr) 

wo r alle ganzen Zahiwerte von 1 bis zu der unter - liesen- 

/' 
den ganzen Zahl durchläuft, and das Vorzeichen ih zu nehmen 
ist, je nachdem rv gerade oder ungerade ist. Man kann hierfür, 
wenn t abnimmt und trotz der Zunahme des in doch immer 
nie, beliebig klein werden soll, 

J_ ^ 'y(±? -/'«^) 



yGoosle 
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schreiben und sieht letzt wie die temgulaiitat, welche <p[y) 
tnr ;; = besitzt sich j,nf unseie Funktion übertiugt Denn 
ts leuchtet ein d)ß s immei so groß genommen weiden kinii, 
daß di3 erate tlied dieser Reihe aiso 

die Siogularität wesentlich bestimmt. 

Wenn die Entwicklung von <p{ö] nach Potenzen von ö 
nicht mehr gilt, und die Funktion <p[-±:r^ih^i) selbst für die 
kleinsten Werte von e nicht in dem Grade wie e abnimmt, 
so sieht man, daß die Diviaion der Gleichung 

nr, + .) - rw - . + J,2 'fi±j^ + j^^ 

durch e auf keinen bestimmten Grenzwert für 

f[x + E)-f{x) 
£ 

fuhren wird, und daher 

die Funktion f(x] einen Diflerentialquotienten für ratio- 
nale Werte von x nicht besitzt. 
Ist (p{y) auch im Punkte y = stetig, so ist ins dem 
vorstehenden Werte der Differenz flx-^-s) — /!') eisicbtlich, 
daß f{x) in allen, auch in den rationalen Punkten x stetig ist, 
ohne doch in diesen einen Differentialquotieaten zu haben 

[81] Die Singularität fp{y) in dem Punkte '/ ^= 
wird also auf jeden rationalen Punkt i dei Funktion 
f'x) übertragen, indem sich für solche <- m dei Reihe 



t[' 



)^i'^ 



immer Glieder finden, welche jene Eigenheiten be- 
sitzen ; während für irrationale x sich alle Glieder 
legitim verhalten. 
Die unendlich vielen Singularitäten, welche <p(3in^?E) nach 
den vorausgesetzten Eigenschaften der Funktion cp in den dis- 
kreten Funkten »/ = 0, 1, 2, 3, . . . besitzt, drängen sich in der 
Punktion f[x) gewissermaßen auf eine endliehe Strecke zusammen, 
und ich habe daher das Prinzip, von solchen Punktionen (p zu 
zu den f überzugehen, als das der Kondensation der Sin- 
gularitäten bezeichnen zu kilnncn geglaubt i'^). 
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Ilie weiteie Auäfiihiiiuf; füi tieatimmtc 1 unktijneii wird im 
folgenden in leisibiedpncn Beispielen gegeben weiden Im 
allgemeinen kann min noch bemerken, daß die SinKulaiitlt 
in einem lationdlen Punkte um so stäiker lusgepi-igt eisoheint 

je emfa,chei dti Wert ^ = — d h je klemei der Nenner u 

i^t Die der Funktion (p eigene SinguUiiUt tibeitiigt sn-b 
nlmlich int die Funktion / nui m dem "Veihlltnis von fi^ 1 
De Funktion nimmt dihei je niliei mm einem iiiationalen 
Punkte kommt immei niehi d^n m a Iclieu vorhandenen 
Chirakter der Stetigkeit in 



§ 5- 

Stetlge Funktionen mit niiendlicli vielen Singularitäten. 

I. Diese allgemeinen Bemerkungen sollen im besonderen 
auf die Funktion 

r/){i/) = j/ainy 

angewandt werden, welche überall stetig ist, aber in ?/ ^ 
unendlich viele, unendlich kleine Oszillationen besitzt und daher 
nach aufstehenden Potenzen von y nicht entwickelbar Ut. 
Die Funktion 

ist nun, wie aus vorstehenden Betrachtungen erhellt, in allen 
irrationalen Punkten x stetig und difEerentiibel. 

[82] Ist aber »; = ■■■ rational, so enthält f[x -)- e) außer 

einer Reihe eQ noch die Glieder: 



.;^^- 



die man, wenn £ genügend klein angenommen wird, bis ; 
Glieder höherer Ordnung, durch 



,^,2^.' 



letwalds KUssltet. 153. 
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ersetzen kann, äo daß 

gesetzt werden darf. Da sich nun für einigermaßen große s 
die Summe 

wesentlich auf ihr erstes Glied reduziert, so verliält sicli 

f{x -}- e) — f{x] wie ^'_, sin - 

Die Funktion f(x) ist daher in den rationalen Punkten x 
zwar stetig, aber nicht in der Weise, daß ihrem Differentia]- 
quotienten ein bestimmter Wert zukäme. Vielmehr kann um 
solche Punkte hemm kein Intervall von solcher Kleinheit an- 
gegeben wei-den, daß in ihm die Differenz f{x-\-s) — f{x) 
immer abnähme, oder nur ein und dasselbe Zeichen behielte. 
Wir können dies Verhalten, welches dem unserer jetzigen 
Funktion <p [y] in y ^ gleicht, dahin bezeichnen: die 
Funktion f{x) macht in jedem rationalen Punkte x 
unendlich viele unendlich kloine Oszillationen, ohne 
jedoch jemals unstetig zu werden. 

n. Setzt man 

9 (?/) = r ä'» - , 

so finden in bezug auf das Oszilliereu iu jedem rationalen 
Punkte ganz ähnliche Verhältnisse bei der Funktion: 



=2^^'^ 



wie bei der in der vorigen Nummer statt. Man hat aber jetzt, 
wenn die früheren Bezeichnungen beibehalten werden 

wo die für abnehmende e und zunehmende m versch windenden 
Kestglieder sogleich weggelassen sind. [83J Halten wir nun 



y Google 



sanieren de and unstetige rnnktionen. 67 

die Vorauasetaung s^ 3 fest, so verschwindet mit unendlich 
ahnehmendetn e das Produkt jener konvergenten — in e, und 
es nähert sich der Quotient 



Obgleich daher, wie man sieht, in jedem rationalen 
Pnnkte x aaeh jetzt unendlich viele, unendlich kleine Oszilla- 
tionen vorhanden ^nd, besitzt die Punktion doch in 
jedem Pnnkte einen völlig bestimmten Differential- 
quotienten*); der Grund hiervon ist in der Kleinheit dieser 
Oszillationen zu suchen, die eine unendlich kleine Amplitude 
der zweiten Ordnung haben, ebenso wie die der Punttion 



während die Amplituden in Nr. I unendlich klein von erster 
Ordnung 3lnd. 

ni. "j Setzt man 



fp {y] = y 
und bildet demgemäß 



*) Doeli ist hier vielleicht die Bemerkung nicht iibeiflUsBig, 
daß die Derivierte f'(x], als Funktion von x angesehen, sich keines- 
wegs bei Annäherung des» an einen rationalen Wert Jener Grenze Q 
annUhert, sondern fortwährend oszilliert, wie der Wert von 

^'i-'-^-ifJ'"— '••'•(sL;)] 

sofort zeigt. Ganz analog ist zwar für die Funktion q> (x) = x^ sin — 
der Grenzwert von 



bestimmt, nnd also ^'(0) =0. Im allgemeinen aber ist 
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90 hat man liieriu eine durchaua stetige, reelle Funktion, 
wenn unter der Kubikwurzel stets ihr reeller Wert verstanden 
wird. 

FUr ein rationales a; = — ist 

[84] und man sieht, daß die Funktion za der erat«n Klasse der 
in § 3 betraehteten gehört; denn die Differenz f{a: -\-e) — f{x) 
nimmt mit e fortwährend ab, ohne dabei ihr Zeichen zn wechseln; 
die Funktion /"{a;) besitzt demnach keine Oszillationen; 
gleichwohl aber existiert fflr vorliegende Funktion kein end- 
licher Differentiaquotient; vielmehr wächst 

- ,*,.■ ■ / ■ 

mit abnehmendem e über alle Grenzen. 

Wenn man will, kann man das räumliche Korrelat der 
Funktion f{x) eine stetige Kurve mit unendlich vielen 
Spitzen nennen. 

IV. An Stelle vieler ähnlicher Beisitiele sei nur noch ihis 
eine erwähnt, wo 

und <! '-^ < :^ " Dann zeigt 



'^ ' -üi „s log ;c (sin« 



für ein rationales x = 

fix + s)- fix] = £ + \y\ ; — ^— ^-, 
und ee wird daher 

fix + f ) - f(x) _ 



^2' 



i log -Air usjiY' 
mit abnehmendem e immer ins negativ Unendliche wachsen. 
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§ 6. 

Befinitioii und Beispiele von linear unstetigen Funktionen. 

Ünatelig im Punkte x = a nennt man eine Funktion 
f{x], wenn es unter den Werten, welche die Differenz 
f[a-\-d) — f{a} fflr alle positiven und negativen d, die 
Dumerisch < £ sind, annimmt, immer soklie gibt, die 
eine gewisse endliche Gröiäe ff numerisch übersteigen, 
wie klein man aueb e annehmen möge. 
loh werde von einer solchen Funktion sagen: sie mache 
im Pnnkte a; =^ a Sprünge, die ^ ff sind. 

Zur bequemeren Ausdrucks weise führe ich noch bei der 
Behandlung der Unstetigkeiten einen neuen Begriff ein und 
verstehe unter 

[85] der Schwankung*) einer Funktion in einem ge- 
wissen Intervalle die Differenz des größten und klein- 
sten Wertes, welchen die Funktion in jenem Intervalle 
annimmt. 
Die Schwankung einer Funktion innerhalb eines Intervalles, 
welches einen Punkt a; = a umgibt, in dem f{x) Spitinge > ff 
macht, ist daher jedenfalls |> e. Sind die Sprünge in dem 
Pnnkte <C a, so kann immer ein kleines Intervall um den 
Punkt a: = a hemm angegeben werden, innerhalb dessen die 
Schwankung weniger betr^ als 2 ff. 

Die sehlectthin stetigen Funktionen machen solche Sprünge 
in einzelnen Punkten, welche nur in endliclicr Anzahl auf einer 
Strecke vorhanden sein dürfen, und zwischen sich immer ein 
endliches Intervall enthalten, in dem die Funktion durchaus 
stetig ist. Solche punktuelle Unstetigkeiten ^^j können sich 
aber auch in unendlicher Anzahl auf einer Strecke zusammen- 
drängen und erzengen so lineare Unstetigkeiten, zu deren 
Betrachtung wir ans jetzt wenden, indem wir definieren: 

Linear unstetige Funktionen sind solche, welche in 
unendlich vielen Punkten einer endlichen Sti'eoke unstetig 
sind. 
Die Sprünge, welche die Funktion in diesen unendlich vielen 
Punkten macht, können indes insofern ein sehr verschiedenes 
Vei'balten zeigen, als entweder die Zahl der Punkte, in denen 
Sprünge größer als eine bestimmte endliche Größe u vorkommen, 
unendlieb ist, oder deren Zahl nur unendlich wachst, wenn ff 



') Nach Bütiiann, Üb. d. Darst. arl 
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unendlich abnimmt. Obgleicli im letzteren Falle die l'unkte, 
in denen die Sprünge größer als eine bestimmte endliche 
Größe a aind, nni in endlicher Zail vorkommen, so sind doch 
diese Funktionen von den schlechthin stetigen, welche llber- 
Laupt nnr in einer endlichen Anzahl von Punkten unstetig 
werden, wesentlich verschieden. 

Die mannigfachen Eigentümlichkeiten, welche die linear nn- 
stetigen Funktionen zeigen können, mögen zunächst au einer 
Reihe von Beispielen vovgeftihrt wei'deu, in denen wir die 
VeränderUohe x das Intervall von a: ^ bis x ^ 1 durch- 
laufen lassen. 

I. Für jedes rationale x sei f(xj = , für jedes irrationale 
f[x) = 1*). Dann aind in jedem noch so kleinen Intervalle 
unendlich viele Punkte, in denen beiderseits Sprünge von der 
Größe 1 vorlcommen, enthalten, «nd es gibt nu'gends einen 
Punkt x = a, in dem f{a + d) — f{a) für aUe tf < *, wie 
klein man auch e annehme, numerisch < 1 wäre. 

II. Die Funktion habe den Wert f{x) ^^ 1, für die Strecke 
a; = bis a: = 1 mit Ausnahme unendlich vieler Intervalle 

von der Größe C", welche in den Punkten x = j—j (von 

M :^ 1 bis n = co) ihre Mittelpunkte haben; in jedem dieser 
Intervalle aber sei die Funktion in derselben Weise nnstetig, 
als die unter I. beschriebene, d. h. sie nehme den Wert für 
alle rationalen, den Wert 1 für alle irrationalen Werte des 
Argumentes an. [86] Die Gesamtgröße 5 der Intervalle, in 
denen überall Schwankungen = 1 vorkommen, beträgt 

Zwischen zwei solchen Intervallen liegt immer eine Strecke, 

in welcher die Funktion stetig ist: denn die Punkte 1 „ 1 , j „ ) 

aind umgeben von Intervallen 'C", c""*' mit endlichen Schwan- 
knngen, zwischen diesen bleibt ein Raum 

((i)"-|f")-((l)"'+|f"i-S)"*'!'-Ki"(i+!)l 

*) Anf solche Funktionen hat Biriohkt (Grolle, Journ, t. IV. 
p, 169) aufmerksam gemauht. 
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der, wenn et«a _ ^ liir alle n positiv igt und mit wach- 

senden n unbesienzt abnimmt 

III, Die Funktion h'ibe den Weit f{;j:) = 1 für alle Werte 

des Argumentes außer den Paukten ^ = (0) (von w =; 1 

bis 11 = 00), in denen f[x) = sein möge. Die ünstetigkeit 
ist hier auf einzelne, wenn auch unendlich viele Punkte be- 
achränkt, in denen Sprünge von der Größe 1 vorkommen. Es 
gibt nirgends ein ganz mit Un Stetigkeiten erfülltes Intervall. 

Soll ein den Punkt x = i—\ umgebendes Intervall nur die 

in diesem Punkte stattfindende Unstetigkeit einschließen, so 
kann es beliebig klein genommen werden. Ja noch mehr: die 
Gesamtgröße s aller Intervalle dieser Art kann beliebig klein 
gemacht werden. Denn nimmt man s" als die Größe des 

einen Punkt * ^ (-s") einschließenden Intervallea, so kann 

jene Summe 

mit £ beliebig verkleinert werden. 

IV. Die Funktion habe von a; = 1 bis a: ^ -- den Wert 

f[x) ^ 1, von X -^^ - - \m X ^= { \ den Wert -- -, allgemein 

von X = I— j bis x = l-^\ den Wert f{x] ^ (' -j . Diese 

Funktion, welche nur in den Punkten x ^ ("n 1 "ustetig wird 

und in denselben um I— -1 springt, hat nicht, wie die bisher 

beti'achteten Beispiele, eine unendliche Anzahl von Punkten, 
in denen ihre Sprünge eine gewisse endliche Größe llberfi'effen ; 
vielmehr ist die Anzahl der Sprünge, die ^ a sind, für jedes 
G endlich, nimmt aber mit abnehmendem ff fortwährend und 
ohne Grenze zu. [87] Die Gesamtgröße der Intervalle, in denen 
Sprünge ^ ff vorkommen, kann offenbar für jedes ff beliebig 
Idein gemacht werden, da die Anzahl der Intervalle eine end- 
liche ist, und diese nur die Un Stetigkeitspunkte notwendig um- 
ßchließen müssen. 
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Theorie und Klassiäkntiou der linear unstetigen 
Funltti«nen. 

Die vorstehenden Beispiele lasseu deutlich zwei Klassen 
von linear unstetigen Fnnlstionen unterscheiden: Solche, welche 
innerhalh ganzer Intervalle total, und solche, welche nur in 
zerstreuten, wenn auch unendlich zahlreichen Punkten unstetig 
sind. Doch bedürfen diese Begiiffe uoeh einer präziseren 
Fassung. 

Wenn auf einer Strecke eine Schar von Punkten 
liegt, denen eine gewisse Eigenschaft zukommt, so 
sage ich, daß diese Punkte 

die Strecke erfüllen, wenn in der Strecke kein 
noch so kleines Intervall angegeben werden kann, in 
dem nicht wenigstens ein Punkt jener Schar läge^^j; 
daß dagegen diese Schar von Punkten die Sti'ecke 
nicht erfilUt, sondern die Punkte zerstreut auf 
ilir liegen, wenn zwischen je zwei beliebig nahen 
Punkten der Sti-eeke immer ein Intei-vall angegeben 
werden kann, in dem kein Punkt jener Schar li^t. 
Wir betrachten nun diese beiden Fälle einzeln: 
I. Wenn eine Strecke nicht von soleheu Punkten erfüllt 
ist, in denen Spi-iinge > ff stattfinden, sondern diese zerstreut, 
immerhin in unendlicher oder in einer mit unbegrenzt ab- 
nehmendem (T imendlich zunehmenden Anzahl in ihr liegen, so 
gibt es der Definition nach, zwischen zwei solchen Punkten 
immer ein Intervall, in dem kein solcher Punkt mit Sprüngen 
^ ö liegt, in dem also auch die Schwankungen der Funktion 
<] 2i7 sind, und es gilt nun der Lehrsatz: 

Wenn eine Strecke nicht von Punkten erfüllt ist, in 
denen Sprünge ]> ff atittfinden so kann de besimtKi I p 
s der Inten alle, m denen die Sthwmkuugen ^2ff Sind 
behebig klein angenommen weiden'''] 

Bi,weis Die Inteiville, welchi, s zusimmensPtzen lieg n 
herum um jene zerstreuten Ünstetigkcitspunkte, m denen die 
Funktion Spränge von der Große a zeigt Ist dabei die Anzahl 
jenci Punkte endlich, so ktnn die ftesamtgirße der Intervalle, 
da mm jedes deisclben beliebig klein machen kann auch be 
hebiK veikleineit weiden Im Falle daß die Vn/'ihl jener 
Punkte unendln^h gioß ist zwischen ilinen abei nach obiger 
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j nocli Zwischenräume liegen, in denen die Sehwaii- 
kung < So ist, kann man so verfahren: Man teile die ganze 
Strecke, die man betrachtet, in Intervalle, von denen jedes 
einen dieser Cnatetjgkeitspunkte mit Sprüngen ]> g umgibt, 
nnd wähle diese Intervalle ao groß, daß sie zusammengenom- 
men die ganze Strecke erfüllen. [88] Denkt man Bich dann 
jedes dieaer Intervalle zna ammengezogen auf den «ten Teil, 
jedoch so, daß es auch jetzt noch den beti'effenden ünstetigkeits- 
punkt umgiht, so ist der Übrige Teil der Sü-ecke von Sprüngen 
> a frei; die Summe jener Intervalle aber, in denen Sprünge 
^ ff vorkommen, ist der nte Teil der gesamten Strecke nnd 
kann daher durch Vergrößerung von n beliebig klein gemacht 
werden, q. e. d. 

Es gilt aber auch die Umkehrung, nämlich das Theorem; 
Kann die Gesamtgröße der Intervalle, in denen Schwan- 
kungen ]> a vorkommen, beliebig klein gemacht werden, 
so kommen Punkte, In denen die Funktion nm mehr als a 
springt, nnr zerstreut vor. 

Beweis. Erfüllten nämlich diese Punkte mit Sprüngen 
|> a auch nnr ein kleines Intervall h, so würde in diesem 
die Schwankung immer ^ n sein, und daher die Gesamtsumme 
der Intervalle, in denen Schwankungen |> ff vorkommen, 
jedenfalls nicht < h werden können , was der Voraussetzung 
widerspricht, q. n. d. 

n. Wir betrachten analog den Fall der eine Sti'ecke er- 
füllenden TJnstefigkeiten und beweisen den folgenden Lehrsatz: 
Wenn Punkte, in denen Spi-Ünge > ff atattflnden, eiue 
Strecke erfüllen, so kann aus dieser nirgends ein Inter- 
vall herausgenommen werden, in dem die Schwankung 
< „ we. 

Beweis. Denn gäbe es ein solches Intei'vaU, in dem die 
Schwankung <^ ff wäre, und reichte dasselbe von x :^ a bis 
x = a-\-e, so wäre f{a-{-ö) — f(a + <i') immer numerisch 
<^ ff, wenn ö, ö' in dem Intervall e liegen. Nun gibt es aber, 
da die Punkte mit Sprüngen J> ff die ganze Strecke evflillen, 
zufolge der Definition dieses Begrifles, in jedem Intervall, also 
auch in dem e, wenigstens einen Punkt a; = a + /, in dem 
Spränge > a stattfinden; d. h. es gibt jedenfalls ein C, so 
daß f[a -f- 7 + C) — /l» + y) numerisch >■ a ist, wo •/ und 
'/-\-t in jenem Intervalle e liegen. Setzt man daher /+C = '5, 
y ^ d', SO wäre f{a + (S) — f{a -j- ö'] numerisch "_> a, was 
dem Vorigen widerspricht, q. e. d. 
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Es gilt aber aucli die UmkehiuDE; Eimlich dei feati 
Wenn in jedem Intervalle eiuei Stimke dip 'M.liwa.nkun 
~;> a lat •*o ist die btieoke eiliillt mit Pmkten m denen 

Sprünge > ^ o stattfinden 

Bewtis Dlm! waie die Stietke niclit eitullt mit solchen 
Punkten, so gebe es in ihr em Inteivall von i= ( bis j- = ii 
+ E 80 daß die Difieieiizen /(a + (5 — f i und f a -\- d 

— l(a\ numeiisi'h <Z -, ^ wiien wenn ö nnd 5 <[ f tml 

Dann mtlßte aber /"l < + <5/ — / 1 j -f- (5 nnmeniph <; u aliao 
die Schwankung in diesem Intel valle <; a sein was dti "Vii 
auasetzun^ wideispiicht q e d 

[89] Die vorstehenden Eilknterungen weiden genüftend du 
getan haben daß die lineai unstetigen Iimkticuen m zwei 
prinzipiell verschiedene Klassen zeif^ilen 

I. Klaaseiä). Die punktiert unstetigen Funktionen odei 
solche, welche nur in zerstreuten Punkten lme^l unstetig sinl 
genauer gefaßt wird ihre Definition so lauten 

Punktiert unstetig heißen solche lineai unstetigen 
Funktionen, hei welchen die Punkte mit Sprüngen ]> i 
um zerstreut voikommen und keine Strecke er- 
füllen, wie klein auch die \on Null verschiedene 
Größe ö sei. 
Die beiden unter I. enfwiekelton Satz lassen sofort erkennen' 
Die n twendige nd hinieichenie Bedingung dt 
tili diß eme 1 1 eir unstet ge tunkt on /a den punk 
tiert unstetigen gehoit ist die ddß die besaratii-iöLe 
aller Intel viUe n denen 's hwinkingen ^ <j mi\ 
kommen fiu jeles kleine ahei i n Null leiaclieden 
ff belieb g klein gemacht weiden kann 
Insofern diese punktieit unstet gen Funktionen sich \0] 
denjenigen stetigen lunktunen die eme endl che \n7aH (on 
Unteibrechnngen dei Iv ntinuifit besitzen unter S(,hei dt n sollen 
mlisaen sie eine unendliche \nzahl solchei enthalten D es 
kann ibei entwedei so geschehen daß die Anzahl ler P mkte 
in denen SpiUnge > vt kommei achoi fUi e n endl hes v 
eine unendhche ist od« e st m t unendlich ibnehmendem 
über alle tienzen wichst 

Zu der eisten \ t »ehort die in III des \ongen Paragraph 
beschiiebene Funktjcn sowie Übeihaupt alle Funktionen die 
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aus atetigen dadurch entstanden sind, daß eine uncndliclie 
Anzahl zerstreuter Punkte aus dem Zusammenhange 
gerissen und um endliche Größen verschoben sind. 

Zu der zweiten Ali gehört die Funktion IV. des vorigen 
Paragraph, sowie überhaupt alle linear unstet^en Funktio- 
nen, welche auf einem endlichen Intervalle nur eine 
endliche Anzahl Maxima und Minima haben. Denn be- 
trachten wir z. B. ein Intervall zwischen ciuem Minimum und 
einem folgenden Maximum, ao werden in diesem entweder nur 
eine endliche Anzahl von Sprüngen vorkommen — und dann 
hat man keine lineai- unstetige Funktion ; oder es ist eine un- 
endliche Menge von Sprüngen vorhanden: da aber dnrch alle 
diese nur ein Wachsen um eine endliche Größe erzielt wird, 
so können unter den Sprüngen , die sich sukzessive zu den 
Funktionswerten addieren, nur eine endhche Anzalil solcher 
vorhanden sein, weiche eine beliebig kleine Größe übertreffen. 

Zu dieser Art gehören femer die in I,, II, und III. des 
§ 9 analytisch dargestellten Funktionen. 

[90] Gemeinsam allen Funktionen dieser Klasse ist folgende 
sehr bemerkenswerte Eigenschaft : 

Die punktiert unstetigen Funktionen sind 1. in unendlich 
vielen Punkten stetig und 2. in unmittelbarer Sähe jedes 
Unstetigkeitspnnktes stetig '9). 

Beweis. 1. Zwischen zwei aufeinanderfolgenden Funkten, 
in denen Sprünge > ff vorkommen, gibt es nach dem Begriffe 
der punktiert unstetigen Funktionen jedenfalls ein Intervall, 
in dem die Sprünge < ff sind. Aus diesem Intervall scheide 

man die Punkte aus, in denen Spiiinge >■ -ff vorkommen, 

und fasse zwischen ihnen ein Intervall ins Auge, in dem die 

Sprünge daher <C -^ ff sind. So fahre man fort, indem man 

die Gröüe der Sprünge inuner halbiert und aus dem Intervall 

zwischen Pnnkten mit Sprüngen ]>■ l-v | ö eines ins Auge faßt, 

in dem die Sprünge <[ 1- ■-] a sind. Macht man diese Ope- 
ration unendhch oft, so wird das übrigbleibende Intervall ent- 
weder von endlicher Größe sein, und dann ist das Behauptete 
erwiesen , oder das Intervall nimmt unendlich sib. In diesem 
Falle jedoch wird es sich allmählich auf einen Punkt a kon- 
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zentr e en An 11 u enen Inte Valien gerne n cl ftl 1 t q 
d eaen lagern i h illmlhl ch seh erwete 1 le Inte v lle 

die von Sprüngen > | , ) «^ > \-^] ^ f e a n 1 

und es w 1 lil r mme eu Inte vall s angegel en werlen 
können ^o d ß tu alle 6 <C e f{a + d) — fl ] numei ack 
<Ca 3Q w e kle n au li (J aei d h abei d e F nkt on 3t 
n stet g 1,1 e dem /e gt d ese Konstr ktiona ve se des Pnnk 
tes a, daß es aut jeder endlichen Strecke unendlich viele sol- 
cher Punkte gibt. 

2. Man fixiere einen Punkt x -^ a, in dem Sprünge > er 
stattfinden ; dann suche man den nätehaten Punkt x ^ a -]- h, 
in dem Sprünge > a vorkommen; in dem dazwischen liegen- 
den Intervalle werden die Schwankungen <^2a und daher 
die Differenz f{a -\- e) — f(a -f- S) numerisch <[ 2 ff sein, wenn 
ö, e <Ch sind. Wird nun w beliebig verkleinert, so wird sich 
zwar das Intervall h, das den Abstand von a bis au dem 
nächsten Punkte mit Sprüngen > ff angibt, verkleineni können, 
immer aber wird in diesem Intervalle f{a + e) — f[a -h d) 
numerisch < 2 ff sein, wie klein man anch die von Null ver- 
schiedenen E und ö annehme. Es nähert sich daher /■(«+ e) 
einer bestimmten, und zwar nach Voraussetzung von f[a) ver- 
schiedenen Grenze, und dies gibt nach der in § 2 eingefilhi'ten 
Terminologie obigen Satz. q. e. d. 

Die punktiert nnstetigen Funktionen können, wie I. des 
§ 9 zeigt, in den Punkten, in welchen sie stetig sind, Dif- 
ferentialquotienten besitzen. [91] Im folgenden Paragi'aph 
wird gezeigt werden, daß ihnen ein Integral unbedingt zn- 
kommt, und sie immer in Foitrieischt Keiheu entwickelt werden 
können. 

Die Fnnktionen dieser Klaase stehen, wie man sieht, in 
ihrem Verhalten den stetigen nahe, nnd es könnte bei solchen 
Funktionen, wie I., II., III. des § 9 selbst unpassend erschei- 
nen, sie unendlich oft auf eiuer endliehen Strecke unstetig an 
nennen, da in jeder Strecke nur eine endliche Auzahl von 
Sprüngen vorbanden ist, die eine beliebige endliehe Größe ff 
übersteigen. 

Die punktiert unstetigen Funktionen bilden den tlbei^ang 
von den nur punktuell [in einzelnen Punkten endiieher An- 
zahl) unstetigen, im allgemeinen aber stetigen Funktionen zu 
der folgenden Klasse, welche alle anderen linear unstetigen 
Punktionen umfaßt; 
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11. Klaase. Total unstetige Funktionen sind solche, 
welche in ganzen Intervallen durchaus unstetig sind, oder in 
Strenger Definition : 

Total linear unstetig heißen solche Funktionen, 
in denen Pnukte mit Sprüngen, die eine gewisse encl- 
liche GröJ3e übertreffen, ganze Intervalle erfüllen. 
Es versteht sich, daß solche Funktionen auch in Inter- 
vallen nui' punktiert unstetig oder gar stetig aeLu können; die 
Sätze, die ohen unter II. erwiesen sind, zeigen aber; 

Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, daß eine linear unstetige Funktion zu den total 
unstetigen gehört ist die, daß die Gesamtgröße aller 
Intervalle, in denen Schwankungen größer als eine 
beliebig kleine Größe vorkommen, nicht beliebig klein 
gemacht werden kann, sondern eine bestimmte untere 
Grenze hat. 
Die in I. des vorigen Paragraph beschriebene Funktion ist 
in allen Teilen der betrachteten Strecke total unstetig; die in 
unendlich vielen Intervallen total unstetige Funktion II des 
vorigen Paragraph ist dagegen in unendlich vielen Strecken 
sogar stetig. 

Überall da, wo eine Funktion total un3t«tig ist, besitzt sie, 
wie unmittelbar einleuchtet, keinen Differentialquotienteu, und, 
wie im folgenden Paragraph nachgewiesen werden wird, auch 
kein Integi'al. Die in Linien total unstetigen Funktionen 
können also den eigentlich analytischen Operationen nicht 
unterworfen werden: gleichwolil gibt es unter ihnen solche, 
welche durch einen analytischen Ausdruck dargestellt- werden 
können, wie in IV. des § 9 gezeigt werden wird. 



Die Integrale linear unstetiger FunktioBen. 

[92] Während mau sich bisher dai'auf beschränkte, die Exi- 
stenz von Integralen sehleehthin stetiger Funktionen mit einer 
endlichen Anzahl von Oszillationen allgemein nachzuweisen, 
so hat Memann den Begriff des Integrals auch auf linear un- 
stetige erweitert und den feinen Satz bewiesen*): 

*) Üb, den DarBtelib. urt. 5. 
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Die notwendige und binreicheEde Bedingt 
} Existenz eines Integrals 



Cf[x)dx 



iit die daß die besamtguÜP der InteiTsille, in denen 

die Sehwinknngen dei Funktion f^) giößör als eine 

beliebige UroJe a ?ind, stets beliebig Wem gemacht 

weiden kann 

Es biauebt kaum eiw ibnt zu \\erden, daß hieraacb die 

stetigen Funkhonen mit unendbcb fielen, unendlicli kleinen 

Oszillationen stets ein Integial besitzen 

Es ist jedocb wicbtig zu bemeiken, diß nach den rbarik- 

tenstisehen J igenadiiften dei beiden ^on uns untei seine denen 

Klassen linear unstPtigei Funktionen beliiuptet weiden kann 

Die in Lmien total unstetigen Funktionen amd numils 

die punktieit unsteti&en immei mtegiabel 

'^o ist dis Integial d&i m I\ def ^ 6 be^cliiiebrnLn lunk 
tum i\-i) 1113 den fTleiohiiBgen 



jn'-)i'^=\,---jm 



f{a,]dx. 



Bei punktiert unstetigen Funktionen kann stets die Summe 
der Intervalle, in denen Sebwankungen größer als eine beliebig 
kleine Größe o vorkommen, und daber auch der Beitrag, den 
diese Intei-valle zum Integrale leisten, beliebig verkleinert werden. 
Findet also in a; =^ a ein Sprung ^ a statt, so fällt dieser 
Punkt in eines jener Intei-valle, deren Beitrag ku dem Inte- 
grale verscliwindend klein ist, nnd es ist daber der Fnnktions- 
wert f[a) seibat auf das Integi-al ebne Einfluß, wie denn z. B. 
das Integi-al der in III, des § 6 besebriebenen Funktion fix) 
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ff Ix] dx . 



[93] ist, was auch x sei, ti'otz der iinendlicli vielea aus dem 
Znsammenhange gelösten Punkte. Das Integral ist unabhängig 
von den ünstetigkejten, welche durch Abänderung des Punk- 
tionswertes in einzelnen Punkten hebbar sind. Dagegen ist 
das Integral wesentlich bestimmt durch die Grenzwerte, denen 
sich nach S. 54 f{a ± i3) mit abnehmendem ö annähern; alao; 

Das Integi'al einer punktiert unstetigen Funktion ist unab- 
hängig von den Werten in den TJn Stetigkeitspunkten selbst, 
dagegen nicht unabhängig von den Werten in unmittel- 
barer Nähe derselben. 

Durch das Integral f^{x) einer punktiert unstetigen Funktion 



,/«.) 



ist eine Funktion f^[x) vollkommen eindeutig bestimmt, 
ihre Stetigkeit zu untersuchen, betrachte man 



-Mn)=^ff{x}dx^e 



wo M emen Mittelweit bezejchnet zwischen dem gi'ößten und 
klemsten Werte, den f j) in dem Inteivalle von a; = a bis 
T = a + t annimmt, von den partikulaien Werten der f{x] 
m den ünstotigkeitsstellen selbst abgesehen. Sind z und h 
echte Biüclie, und bezeichnet a dip Schwankung in diesem 
Inteivalle, so kann man 3/:= fia -\- /e) 4- ?*ff setzen, und 



t,ia^il~t,^n} ^ 



^A<' + ^ii + ha. 



Nimmt nun e unendlich ab, so verkleinern sich die Spi-ünge ö 
in dem Intervall unendlich; denn ist a einer jener Punkte, in 
denen f[x] stetig ist, so ist doch [s. 8. 54) die Funktion in 
seiner unmittelbaren Nähe stetig, und es nähert sieh die 
Schwankung a im Intervalle e, aus dem der Punkt x= a 
selbst ausgeschlossen ist, mit abnehmendem e ebenfalls der Null. 
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Somit ist in beidon Fällen die Funktion /"{^j stetig, und 
hm ÜL^bJ^ :zl ^ lim / a + i) ; 

d. h. der Difleientialquotient dies€i stetigen Funktion f,{x] ist 
im Punkte j, ^ a gleich dem drenzwei e , dem sich f[a -\- e) 
oder f{a — sj n'ihit, je n'ichdem ei mch rechts oder nach 
links hin genommen wud 

[94] Ist die Unstetigkeit m einem Punkte x ■= a nicht 
durch Abättdening des t nnktionswertes f{a) zu heben, und 
nähern sich also f|T + s) und /(« — t) \er9chiedeuen Grenzen, 
so ist f^{x) eine stetige Punktfolge von der Eigentfimhehkeit, 
daß in unendlich vielen Punkten, die sich von linka und rechts 
her treffenden Zweige einen Winkel miteinander ein- 
schließen. {Vgl. 8. 68). Doch bleibt bei den Integralen 
aller in § 6 und 9 gegebenen, punktiert unstetigen Funktionen 
die Anzahl der Punkte, in denen die Zweige einen Winkel 
|> ff miteinander machen, endlich, wie klein auch u sei. 

Aus der Integrabilität der pnnktiei-t unstetigen Funktionen 
folgt nach Bimianns*] Kriterien der Satz: 

Jede pnnktiert unstetige Funktion, welche in ihren Un- 
stetjgkeitspankten das arithmetische Mittel der beiden Grenz- 
werte in unmittelbarer Nälie darstellt, ist in eine J'OMjm-sche 
Reihe mit unendlich abnehmenden Koeffizienten entwiekelbar. 

Dieser Satz ist für imsem Zweck besonders deshalb wich- 
tig, weil er die analytische Daratellbarkeit aller möglichen 
punktiert unstetigen Punktionen beweist, die den angegebenen 
Charakter in den Unstetigkeitspunkten haben. 

Als Beispiel mag nur die Funktion IV". des § G dienen, 
die in die Reihe 

f[x] = ^ Aj,m>.2:>nx 
entwickelt, die Koeffizienten 
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Analytiselie Darstellung linear unstetiger Punktionen. 

Das Prinzip der Kondensation von Singularitäten liefert 
una die mannigfacliaten linear nnatetigen Funktionen; zunächst 
punktiert unstetige: 

I. Es sei <"/> (y) eine von y = — 1 bis »/ = + 1 für aUe 
Argumente, mit Ausnahme des Punktes j; =: 0, stetige und 
nach dem Tnytorsehen Satze entwickelbare Funktion, die, wenn 
7/ sich dem Punkte y ^ von der rechten Seite her nähert, 
die Grenze -|- 1 erreicht, während sie für negative, zu Null 
werdende y den Grenzwert — 1 hat. 

[95] Analytisch kann, wie bekannt, jede solche Funktion 
in eine nach dem Modal 2;c periodische '^mu^reihe ent^ 
wickelt oder durch ein S'owi-ie/'schea Integral diige-itellt is erden. 

Die aus ff{y) abgeleitete Reihe 

ist dann für alle irrationalen x stetig und besitzt in diesen 
Punkten sogar einen üifferentialquotienten. 

Für rationale x = - - in ihrer reduzierten Form ist von 

solchen Gliedern , welche sich mit abnehmendem e der Null 
nähern, abgesehen 

wenn wir statt (f> {:+: r ii e ft) sogleich den Wert ± 1, je nach- 
dem rv gerade oder ungerade ist, einsetzen. Ferner ist 



Die Funktion ist also m diesen Punkten so unstetig, daß sie, 
je nachdem man von x ^ — nach der positiven oder nega- 
tiven Seite fortschreitet, um dieselbe Größe steigt oder fäUt; 
ihr Wert in jedem solchen Unstetigkeitspunkte ist also das 
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aiithmetiaciie Mittel der beiden Werte, denen sie sich beider- 
seits annähert. Die Sprünge sind an den Punkten x ^ - ■ 
mit geradem Zähler andere als an denen mit ungeradem. Deiiu 
sie sind an jenen =: - --^L, an diesen = -:.-L', wo 

Der Vei'lauf der Funktion f[x) kann nun, wenn s- beträclit- 
lioh groß genommen wird, etwa so beschrieben werden: Die 
Werte der Punktion [(x) sind von denen der stetigen Funktion 
i.j>{im X7t] nicht beträchtlich verschieden, und es bestimmt also 
rp[sJ}xx7T} den ungefähren Verlauf der Puukti'eihe, welche fix) 
darstellt. In allen irrationalen Punkten x gleicht f{x) einer 
stetigen Kurve und besitzt einen Differentialquotienten. Kähert 

man sich aber von links her einem rationalen Werte x ^ — - 

mit geradem Zähler r, so springt, wenn man zu diesem Werte 

selbst gelangt, die Funktion plötzlich um —yL in die Höhe; 

und läJJt man sich x weiter nach der positiven Seite be- 
wegen, 90 tritt nochmals ein Sprung von derselben Größe ein. 

[96] Nähert man sich dagegen einem z = — mit ungeradem 

Zähler, 30 stürzt f{x) plötzlich «m — ^ L' aliwürts und zeigt 
denselben Abtall nothm iH wenn man weif i loiwäits ijeht 

Die gioßten '^pnluge tinden atitt m i = ^ " 

— usf je mein u wachst d h m je weniger eintacheu Zah- 
len der rationale Weit > ausgedruckt weiden kann, um so 
klemei sind die Sprünge Wenn man sieh \on dem \eilinte 
von f{x} durch eine Zeichnung eine \orsteUung leischaften 
will, so wild man bald an die Gienze kommen ^on wo '\n 
die Spiunge nicht mein sichtbai sind Denn es gibt nui eine 
endliche, bestimmte Anzahl (on Punkteu in denen '^prüuge >■ a 
vorkommen wie klein auch o sei, man kann diei^elben aus 
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aie p Uta pi eichen den " < I ] wel 



eher BediDguEg stets, solange u lon Ivul! ^ erächieden , 
eme endliche inzahl lon gingen Zahlen » genügen 

Je nihei das i ttiouüe r = emei urationUeu Zahl 

kommt, um 30 grußei weiden ), 11, also um so kleinei die 
Sprünge, and es ist hieraus hegieifheh, wie f{x] in irratio- 
nalen Punkten den Chaiaktei einei stetigen Funktion annehmen 
kann Die Weite von ;(j] bilden keinen eigenthchen Kurven- 
zug, sondern eine aufgelöste Reihe \on Pimkten, welche sieh 
jedoch um die iirationalen x ao zusammen dringen, daß sie fiii 
ein unendlicli kleines InterviU m deren Umgebung als eine 
stetige Punktfolge angesehen weiden k innen 

II Man veistehe untei <f y) eme Funktion, wekhe ^ich 
ehenso \eihilt, wie die unter I , nur dtß «le auch m ;; = -j- 1 
und '/ = — 1 verschwindet und in unmittelhaiei hihe jenei 
Punkte die Grenzwerte -\- 1 und — 1 hif beiapiele -lolchei 
Funktionen geben die periodischen Reihen, z B 



'pis)=^:s 



3m(2« + l)y'i 



In diesem Falle hat die abgeleitete Funktion 

etwas kompliziertere Uustetigkeiten. In irrationalen und sol- 
chen rationalen a; = — ■ , in denen u ungerade ist, verhält sie 



sich wie die vorhin betrachtete : in den Punkten x = ■ — 
aber ist ' 

_ + i^ V (^ ^'^ -t- ^—^^—- V 'CzJ-f 
wie man bei näherer Betrachtung leicht finden wird; und es 
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ist nicht, wie bisher, /" i ■ das aritlimetisehe Mitte! der beiden 
benachbai-ten Sprung werte. 

III. Das Quadrat einer FHuktiou, wie sie in I, angenom- 
men wurde, also etwa von 



>(-[>)] . 



u_{2n_+Viy 
2« + i 



ist eine zwischen ^ ,t und + .c den Wert + 1 repräsen- 
tierende Funktion, wlehe nur in dem Punkte y ^ eine 
plötzliche Ünstetigkeit zeigt, die durch die Abänderung 
eines einzigen Funktion swei-tes hebbar wäre*). 
Bildet mau nun 

so unterscheidet sieh f{x] iu allen irrationalen Punkten x nicht 
von der Konstanten 

nur in den rationalen Punkten .c = - stürat sie plützlieli um 
-j-L herab. Die stetige Punktfolge ist also nur iu diesen 

unendlich vielen Punkten nnterbrochcn und könnte durch Ab- 
änderung der Fun ktions werte in diesen Punkten zu einer steti- 
gen gemacht werden. 

IV. Was nun die in Sti'ecken total unstetigen Funktionen 
betrifft, so läßt der Umstand, daß sie den analytischen Ope- 
ati ü n d Differentiierens und Integrierens niemals unter- 
y. i n d n können, die Vermutung aufsteigen, daß sie 
h d 1> tellnng durch analytische Fonnen entziehen möch- 
t n d h die Grenze sei, welche die den Analytiker inter- 
na n Funktionen von den transzendentalen, d. h. als 
mögl h Uli denkbaren trenne. Diese Ansicht bestätigt sich 



*) Wir haben, wie ansdrilcklich bemerkt werden mag, in[y'yi' 
ein Beispiel einer analytisch dnrstellbaren Funktion, welche Jene 
Singnlantat zeigt. 
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jedoch nickt, denn ich hoffe, ein pinwurfsfieies Beispiel*) einer 
total unstetigen Funktion durch eine Modifikation dos Priuzipcs 
der Kondensation gefunden zu haben; 

[98] Bedeutet nämlich ly dieselbe Funktion als zuvor juntcu 
Nr, III,), so iat 






[i-/)(ain«a://) J 
eine Funktion, welche für alle irrationalen x den Wert 

heaitzt; für aUe rationalen Werte von x aber unendliche Glie- 
der in sich befaßt, welche, da sie sämthch positiv sind, sich 
nicht gegenseitig zerstören können; die Funktion iat also ftiv 
alle rationalen x nnendlicli gi'oß. Wenn wir jedoch unend- 
lich große Werte der Funktion auch hier ausschließen wollen, 
ao haben wir in dem Quotienten 



M = - 



2^ 






eine für alle Werte des Argumentes x völlig bestimmte total 
unstetige Funktion, welche für alle irrationalen x der 
Wert 1, für alle rationalen x den Wert besitzt-",. 



*) Zwar sind schon von Riemann (Üb, d, Darst, art. lü ia den 
Formeln 

Beispiele von Funktionen gegeben, welche zwischen zwei noch so 
nihen Werten des Argumentes unendlich oft ans dem Endlichen 
ms Unendliche überspringen, [98] Da aber dort nur von ratio- 
nalen Werten von x die Eede ist, so bleibt es zweifelhaft, ob nicht 
die Reihen für irrationale in einer Weise divergieren, daß sie 
keinen bestimmten Wert mehr repräsentieren. Indem ich aber Un- 
bestimmtheiten der Funktionen von meinen Untersuchungen vor- 
Uufig ganz ausschließen zu sollen glaubte, lege ich einiges Gewicht 
darauf daß in der im Texte gegebenen Reihe jede Unbestimmtheit 
beseitigt ist indem sie aus einer Reihe lauter positiver Glieder 
besteht deren Summe entweder endlich und bestimmt oder un- 
endlich grol ist 
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Ein anderes, weniger einfaches Beispiel einer aolchen total 
unstetigen Funktion ist in der II. Note im Anhang behandelt 
worden. 



Schlnfibetraelituugen zur Feststellung des Funktloiis- 
begriffes. 

Blicken wir nun auf das durchwanderte Gehiet zurück, und 
fragen wir, welchen Nutaen unsere üntersuchuDgen fllr die 
Aufklärung des Punktiouahegiiffes gebracht haben. 

Es war von vornherein gewiß, daß wenn wir den Dinehlet- 
sehen Begriff der Funktion zugrunde legen, es allgemeine 
Eigenschaften aller Funktionen, die nnter denselben fallen,, 
nicht geben kann. 

[99] Aber man ist geneigt, zu vermuten, daß wenn der 
ältere Bulenahe Begriff zngrunde gelegt, nnd unter einer Punk- 
tion nur eine in Keehnungsoperationen gesetzmäßig dargestellte 
Größenbeziehung verstanden wird, die so definierten Funktionen 
einen engeren, in sich organisch abgeschlossenen Kreis bilden 
möchten, dem eine Anzahl gemeinsamer Eigenschaften aller- 
dings zukäme, insbesondere: die Stetigkeit, die Differontiier- 
barkeit, die Integrabilität, Bestimmtheit nnd Entwicklungs- 
fähigkeit nach dem Taj/torschen Lehreatze — bei allen diesen 
Eigenschaften einzelne singulare Punkte angenommen. Diese 
Vei-mutung hat sich nicht bestätigt. Wir haben gezeigt, daß 
es durch konvergente Reihen von Größenoperationen möglich 
ist, Funktionen darzustellen, welche in wnendlich vielen Punk- 
ten eines endlichen Ijinienstüekes unstetig oder unendlich in 
der verschiedensten Weise oder unbestimmt*) werden, welche 



*) Die Funktionen, weiche in einzelnen Pankten oder gar Linien 
unbestimmt werden, haben wir aus unseren obigen Betrachtungen 
ausgeschlossen, nnd es mag daher bier bemerkt werden, daß solche 
in analytischer Darstellung mittele des Pi^inzipes der Kondensation 



m-2- 



leicht gegeben werden künnen, ■ 
unbestimmt scheinende, sondern v 
beatimmte Grüße ist Setzt mar 
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nirgends integiiert und m Poten7ie hen entwickelt weiden 
können und welche lelbst ViO Sit stetig sind einen liestiromlfu 
Difieientiiiquotienten nicht besitzen Kuiz Jene beiden Be 
giiffe dei lunklionen «o veiathieden aie aut den ersten Pbck 
zu Sem acbeinen, hiben sich insofein wesentlich veraohieden 
nicht erwiesen als wii Funktionen illei möglichen \iten* 
dmch inah tische Foimeln daiiustellen imstiude ii iien^^ 

Beide Begrifle sind somit un/uie chend um die Liundh^e 
einei allgemeinen Theoiie dei 1 unktionen hilden zu können 
Denn die \nfgabe allei Hatkematik ist die ans gegebei en 
Relationen die sich » if em bebiet von Objekten beziehen 
neue abznleiten indem min dabei die ■illgemeinen Eigenschaften 
des Begiiftes dem ille leiie Objekte nntei3tehen zur Anwen 
d mg bringt Sind ibei solche al^ememen Ei" enschaften nicht 
voihinden so bleibt jede Tnniform dion dei £;e^ebeneii Rela- 
tionen eme Iteie Ta,iittlogie 

[100] ^o wenn es sich z B darum hindelte eme Punk 
fion f{j-} aus dei I" unktionalgleichung 

f +'/ =/(-^)^/' / 
abzuleiten, so eigibt sich aofoit für alle lation^len ii 

ebenso können alle Punktionswerte für Argumente /( i, welclie 
rational von einer und derselben iiTationalen Größe S ab- 
hängen, durch den Punktionswert f{S) dargestellt werden, in- 
dem f{ii^) ^ fifi^- Auch atehen die Punktionswerte für 
rationale und irrationale Werte des Argumentes, und letztere 
untereinander vielfach im Zusammenhang, durch Gleichungen, 
wie z. B. 

f{2 + \S) + f(2-VS) = f{i) 

usw. Trotzdem ist, soviel ich sehe, es nicht möglich, direkt 
anzugeben, wie f{§) von seinem Argumente abhängt ; denn die 



timmt und endlich, für r 
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verscMedenen Wertreihen für die wesentliclj verschieden cd Ir- 
rationalitäten, z.B. /"(fi Vä), /"(,(( Vö"), f'^ßY^) uaw. stehen 
außer Zusammenhang mif einander ; und, wie es auch sei, es 
liegt jedenfalls nicht in der Absieht eines Analytikers, der auf 
jene Funktionalgleichuug bei seinen Untersuchungen stößt, in 
diese intrikaten Verhältnisse der Irrationalitäten einzugehen. 
Man ■wird vielmehr die Bestimmung /"(ji) = fif{l] sofort auch 
fllr irrationale fi in Anspruch nehmen, d. h. : 

Macht man die Voraussetzung , die Funktion solle liberall 
stetig sein (oder die engere, f{p), solle sich in unendlicher 
Nähe von y = stetig der Null nähern, von der dann die 
allgemeine Stetigkeit die Folge ist), so ist das Problem mit 
einem Schlage gelöst, indem die Funktionswerte für irrationale 
X sich zwischen die f{x) = xf{l) fllr rationale x stetig ein- 
ordnen. 

Oder ein anderes Beispiel: Es sei eine Funktion ftlr alle 
Werte von x zwischen und 1 durch die unendliche Keilie 



rt»i = i+ 



gegeben; welche IVeite hat /{rj fm andeie j ^ Diese 1 ra^c nt 
schlechterdings niclit zu beintwoiten solange nii den Th i hl i 
sehen Funktiousbegiiff zi:;iunde legen weil eben gai ke n 
Zusammenhing zwischen den benichbarteu runktionsweiten 
besteht, mit anderen Weiten wed eine Funktion bnher niiht 
ein Gesetz repilsentieit sondern ihio "Weite giuz willLiul h 
auf eiuan de r f o Ige n 

Ein Gesetz ist überall dl vorbanden wr aus cinei Kc h 
von Merkmalen auf das ^ oihandenaem ander« nicht !{e 
gebener oder beobachtetei geschlossen wiid Die Funktion 
unter unserem bisheiigen Begnfte der rein nominell und uhut, 
realen Inhalt ist sind dthei gesetzlos illegitim zu nennen 
sie können abej zu legitinen weiden indem sie «ich einem 
Gesetze uuteioidneu 

[101] WUehes loU um dis Gesetz sein dem duae 1 un 
tionen unterwoifen weiden '' Es halt nicht schwer '*ii.h zu Ubei 
zeugen, daß seil andeis lei Funktionsbegriff angemessen seiu 
und den Bedurtmssen des Analjtikeis entsprechen wii uns 
des allgememen bodegeti«cheu Puiuipes bedienen musseu dis 
Ich bereits in meiner Th oni dei komplesen Zahlen als dis 
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jedes System atiaehen Fortschritttcs für jenes Gebiet nachge- 
wiesen und das Prinzip der Permanenz formaler Ge- 
setze genannt habe*}. 

Ich bin dort voa deu ganzen Zahlen und den auf sie be- 
züglichen elementaren Eechnungsoperationeii iiusgegangen und 
ze^te, wie man von diesen aus das ZaUIengebiet allmählich 
erweitert, indem man zur Auflösung von Aufgaben , die in 
dem bekannten G-ebiete unrealisierbar siud, neue Zeichen, 
Zahlen einführt, welche denselben formalen Operationsgesetzen, 
als die vier Spezies sie enthalten, nnterliegen. Nachdem so das 
Gebiet bis auf das der gemeinen komplesen Zahlen erweitert 
war, wurde nachgewiesen, daß jede Aa%abe, welche nur eine 
endliche Anzahl jener Operationen zu ihrer Aufstellung vorans- 
setzt, in dem Gebiete der gemeinen komplexen Zahlen ihre 
Lösung findet, und so ein organischer Abschluß in diesem 
Zahlengebiete gefunden wird. Gleichwohl waren noch andere 
komplexe Zahlensysteme möglich, welche teilweise andern 
formalen Gesetzen folgten, und es war nötig, dies festzustellen, 
weil nur dadurch die Elgenttlmlichkeit der gemeinen kom- 
plexen Zahlen in helles Licht gesetzt wurde. 

In ähnlicher Weise nun, als für das System der Zahlen 
(oder Größen) die ganzen Zahlen und Operationsgesetze typisch 
waren und weiterhin für permanent erklärt wurden, so müssen 
nun für das System der Funktionen die algebraischen Aus- 
drücke, als die aus den vier Spezies direkt abgeleiteten, die 
wermanenten Gesetze an die Hand geben. Denn wie dort die 
ganzen Zahlen gewissermaßen das Gerüst bilden, auf das mehr 
oder weniger direkt alle andern Zahlen gestützt werden, so 
sind die algebraischen Fnnktionen, als die, deren Werte eigent- 
lich berechnet wei'den können, die typischen Formen fw Funk- 
tionen im allgemeinen, die, insofern sie eben Größenbeziehungen 
darsteilen und sieh daher berechnen lassen sollen, ebenfalls 
durch die vier Elementaroperationen ausgediUoki werden müssen; 
nur werden die transzendenten Funktionen durch eine endliche 
Reihe von Operationen nicht erschöpft, sondern bedürfen eines 
unendlichen Prozesses. 

[102] Die so nach dem Typus algebraischer ganzer und 
gebrochener Ausdrücke gebildeten transzendenten FunktJo-nen 
entsprechen nun in gewisser Weise den irrationalen und ge- 

•] Vorlesungen über die komplexen Ziihleu und ihre Funk- 
tionen. Leipzig 1867. Teil I, S. 10—13. 
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meinen komplexen Zahlen, die nach dem Typus dev ganzen 
und rational gebrochenen Zahlen gehüdet sind; nnd ebenso, 
wie es unendlich viele Klassen z. B. von jiTatioiialen Größen 
gibt, so auch imendlTch viele Klassen ti'anszendenter Punk- 
tionen. 

Wie ferner höhere komplexe Zalilen gedacht und kon- 
struiert werden können, die sich den formalen Gesetzen der 
Arithmetik nicht unterordnen*), so auch illegitime Funk- 
tionen, welche sich nicht an den Typus algebraischer Formen 
anlehnen. Ganz ebenso aber, wie die Betrachtung dieser 
höheren Zahlensysteme ein systematisches Bedürfnis war, um 
sich einerseits erfahrungsmäßig von der Möglichkeit derselben, 
anderaeits davon zu Überzeugen, daß der Begriff der gemeinen 
komplexen Zahlen den allgemeinen Begriff der Zahl keines- 
wegs erschöpfe, so ist auch die tatsächliche Nachweisung der 
Existenz von Punktionen der illegitimsten Arten, wie ich sie 
in dieser Abbandlang zu geben versucht habe, notwendig ge- 
wesen, um unzweifelhaft dai'zutnü, daß die Legitimität der 
Funktionen nns keineswegs von einer mysteriösen, eisernen 
Notwendigkeit diktiert wird, die in der »Natur der Sache« 
liegt, wie mau häufig hören kann, sondern daß sie eine kon- 
ventionelle, aber weise und adäqnate Beschränkung ist, die 
wir uns auferlegen, — und über deren Grenzen wir eben des- 
halb noch nicht im Beineu sind. 

Wenn es sich nämlich nun darum handelt, das bestimmte 
System der Bedingungen aufzustellen, welches über die Legi- 
timität der Punktionen entscheidet, so werden wir dasselbe zu- 
nächst so wählen, daß es mit den Voraussetzungen, die man 
zuweilen bewußt, meistens unbewußt, bei analytischen Unter- 
Söchnngen zu machen pflegt, übereinstimmt njid nennen 

legitime Funktionen solche, welche für alle reellen 

Werte des Ai^umentes, mit Ausnahme einzelner, auf 

jedem endlichen Intervall in niemals unendlicher Zahl 

vorhandener Punkte, bestimmt, endlich und stetig sind, 

und deren sämtliche Differentialquotienten dieselben 

Eigenschaften besitzen. 

Solche Funktionen sind aber nach dem Tuylorschen Satze 

immer entwickelbar 5^) , d. h, es läßt sich stets ein Intervall 

für X angeben, in dem die Entwicklung von f{a -\~ xj nach 

II Potenzen von x konvergiert, solange a nicht mit 

) Kbenda S.'iS). 
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einem der Punkte znaammenfällt , in dem die Funktion oder 
einer iLier Differentialciuotienten uubeätimmt, nnendiieh oder 
unstetig wird. Die Werte einer Funktion sind daher zwischen 
zwei Unatetigkeitapnnkten immer in der Weise miteinander ver- 
bunden, daß, wenn nur die Funktion s werte für das kleinste 
endliche Intervall bekannt sind, sie für die ganze Strecke mit 
Notwendigkeit bestimmt sind. [103] Sind in einer solchen Strecke 
flii- zwei endliche lutewajle zwei Reihen von Werten gegeben, 
so kann es niemals zweifelhaft sein, ob sie zu derselben Funk- 
tion gehören oder nicht. 

■ffie steht es aber mit der Fortsetzung einer solchen Funk- 
tion über jene Unstetigkeitsp unkte ? Die Taylorachea Reihen 
reichen Über diese nicht hinaus, und es bleibt gänzlich unbe- 
stimmt, was wir unter einer zwischen zwei Unstetigkeita- 
punkten völlig bestimmten Funktion außerhalb dieser Strecke 
verstehen sollen. Jene Punkte trennen, wie BaiTieren, die ver- 
schiedenen Strecken, und es kann nach der gegebenen Defiui- 
tion nicht entschieden werden, ob zwei, durch einen solchen 
Punkt geti'eante Wertreihen zu einer und derselben Funktion 
gehören oder nicht. 

In welcher Weise man durch Einführung eines neuen Prin- 
zipes diese Hindernisse zu überwinden versucht liat, ist schon 
oben S. 47 gezeigt; eine unzweideutige und annehmbare Form 
ist aber diesem Prinzipe weder jemals gegeben worden, noch 
dürfte sie sich überhaupt finden lassen. 

Die Wissenschaft mußte andere Mittel suchen, um die Funk- 
tionen Über jene ünstetigkeitspunkte hinaus fortzusetzen; und 
man entdeckte, daß man, anstatt diese Punkte gewissermaßen 
zu überspringen, sie vielmehr umgehen könne, indem man 
die V'uiibeln nicht nui leelle sondern auch komplexe Vi eite 
durchlaufen läßt 

■ Ist hierdurch dargetan daß man bei dei leschnnkun" 
der Variabilität 'iuf leelle ISert des \igumLntes zu e nt.i 
die BeduifniBse der Analj se befriedigenden Defimtion dei Funk 
tion nieht gelangen kann so i'it damit das Ziel eiieicht dis 
wir uns in diesei Abhindlun^ f,eateckt haben 

Sind wii aber einmal im Gange ii wud es eilaubt sein 
noch einige Schutte weitei zu tun um eine Peiapektiie m 
das neue bcbiet zu gewinnen 

Eine Innktion w zweiei \aiiabeln x y wird dann als li 
einei Vei an dei liehen (^ ■+- ift) angesehen werden k ni eu wmn 
sie sieh in eine Foim bringen hßt daß i und / m ihr nui 
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m dei \eibindung (a + yt] eischemen Diese \oiUuhge Deh 
nition hat nui dann eine Bedeutung wenn die Tunktion tiicli 
dem Tj-pus algebiajsclier Funkt onen gebaut at d !i aus 
ihren Veränderlichen duich die viei an thmeti sehen Giiind 
optrationen abgeleitet '^it hat dinn wenn ihie Uifle ential 
qiiotienten ilbeihiapt beatimmt sind lie Eig n■^c!laft d iß 



[104] Wahieul nun jene Duhnition iliie Bedeutung veiheit 
wenn ? n cht lurch uithmetiaehe Operationen bestimmt wiid 
10 behält diese bleichung ihie Bedeutung m jedem Falle unl 
wir defiiin,ipn nun eine Funktion j zweiei Vei andei liehen j / 
als eine monogene Funktion der komplexen 'N eiandei liehen 
(j- + y^] indem wii letzteie Eigeusohift fiti peimaneut ei 
kläien 

Damit ist aber zugleich gesetzt daß jene Uiffeieutal 

onotienten - — ubeihiupt e\Htieieu einen bestimmten 

und endlichen Wert haben denn hätten d e Quotienten der 

Inkiemente von v und v y inneilialb eiues endhchen Stückes 

dei Ebene in welcher die komplexe \e)1ndei!iche fc + 3ji 

dargestellt vmA keine bestimmten uni endhchen dienaweite 

so ließe sieh m demsellen gai nicht kouatitieien ob die Funk 

tionen als die einer komplexen Vanabeln angesehen "seiden 

k*inn So ergibt 3 ch die \ oiaussetzung daü eme legitime 

Funktion im ^.ligeme nen bestimmte und endliche Diffeientnl 

quotienten hit als eine tandamentale und wu dehnieren nun 

Eine monogene Funkton ^un [i -j- /i] heißt eine 

lei'indeiliche kom].lexe Gl iJie ii ^^enn sie sieh mit 

nnd y so andeit daß im illgememen d h iboeseheu 

\on einzelnen Punkten und Linien die Diflerential 

quotienten — — — — ubeiall bestimmt unl endhch sind 

nnd der Bedingung 



genügen. 
Dies ist nun das allgemeine einfache Gesetz, dem alle legi- 
timen, d. h. monogenen Funktionen untergeordnet werden, und 
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daa wir als die Riemamische Delicition *) zu tiezeiclinen taben. 
Da nach bekannten Säiaen mit der Endlichkeit, Stetigkeit und 
Beatinimtheit der Funktion selbst und ihrer ersten Differentiai- 
quotieuten dieselben Eigenschaften auch für alle andern Diffe- 
rentialquotienten gesetzt sind, so kann eine monogene Funktion 
immer nach dem 'faylorachea Lehrsatze entwickelt werden, und 
die obige Bestimmung der im reellen Gebiete stetigen Funk- 
tion erscheint jetzt unserer neuen Definition untergeordet. 

Nun erst gewinnt das Problem, eine für eine endliche 
Strecke oder innerhalb eines endlichen FlächeustUckes gegebene 
Funktion fortzusetzen, d. b. für alle Puntte der ganzen Ebene 
zu bestimmen, eine feste Bedeutung, wenn man eben die Funk- 
tion obiger Bedingung unterwirft. Nun stehen die Funbtions- 
werte für die verschiedenen Argumente in unlöslicher Verbin- 
dung miteinander, und es wird nicht zweifelhaft sein, ob zwei 
in verschiedenen Teilen der Ebene gegebene Wertreihen zu 
derselben Funktion gehören, — wenn sich nicht jetzt, wo 
wir jene, die Fortsetzung im reellen Gebiete störenden, und 
alle andern üustetigkeitspunkte, leicht umgehen können, neuen 
Barrieren erheben in Gestalt von Linien, in denen die Funk- 
tion aufhört, bestimmt, endlich und stetig zu sein. fl05j Ob- 
gleich wir nämlich Un Stetigkeiten, die über ganze Fläehcn- 
stücke ausgedehnt sind, durch obige Definition der Monogen eitilt 
ausgeschlossen haben, so konnten wir nicht umhin, Unstetig- 
keiten in Punkten und Linien zuzulassen , wenn sie sieh mit 
Notwendigkeit aus dem Verlaufe der Funktion in ihren stetigen 
Teilen ergeben. Daß solche Linien, in denen die Funlition 
punktiert oder gar total unstetig ist, trotz der Monogeneität In 
der Tat vorkommen, iat im Anhang (Note HI.) gezeigt, und zwar 
scheidet in den angeführten Beispielen diese Unstetigkeitslinie 
als Kreis den inneren Raum, in dem die Funktion zunächst 
festgestellt gedacht wird, in der Weise von dem äußeren ab, 
daß beide durch keinen Flächenstreifen von endlicher Breite, 
in dem die Funktion die zur legitimen Fortsetzung notwen- 
digen Eigenschaften hätte, miteinander zusammenhängen. 

Die Funktion ist dann auf die innere Kreisfläche beschränkt, 
sie verliert für Punkte außerhalb des Kreises ihre Bedeutung, 
d. h. unser Fnnktionsbegiüff gibt keinerlei Aufschluß darüber, 
was wir uns unter Funktion s werten im äußeren Räume zu 
denken haben. 

*) Grundl. f. e, allg. Th., S. 2. 
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El ist DHU aber in d^i ^ote lU d\s meikwiiQ^'e tak 
tum bervoi gehoben, daJj es tiotzdem analytisclie FntwKklunscii 
solcher Funktionen geben kann w eiche incli lulleihalb ibie 
Bedeutnug nicht serlieien soudein inneihalb und außeiLilb 
des Kreises m gleichei A\ei'*e gebildet und mit j^niinihn 
jener Kiei^peiipliene nberiU konieigent und monoeen sind 

Intofem man nun solchen Fntw leklungen welche 7ii beidtn 
Seiten dei geschlossenen Unstetigkutthnien ditstlben Heiben 
die Kraft nirht ibsprechen kann lie innerhalb "e'^pbene Funk 
tion auch außeihalb des Kieises zu leprisentieren so eihebt 
sich die FiagH 

In ■welchem Sinne sind diese beiden duith i'ine unu! pi 
ateigliche Schranke getrennten Wertreihen als zu einer Funk- 
tion gehörig anzusehen ^ä)? 



Note I (zu S, 54), 
Begriif der Grenze. 

begenübci den hiuhg mangelhaften, teils zu >iel ttilä zu 
wenig enthaltenden Definitionen des m unseie I nti.riuchungi.n 
tiet emgieitenden BegnÖea der »Grenze" gliube ich hiei seine 
strenge Bestimmung in illei Ktltze geben zu Bollen indem leli 
in bezug ant die Begründung det Folgenden aut eine ändert 
kleine Arbeit \on mir veiweise*) [106] Dei Begnö Punk- 
tion 13t hiei im Sinne \on ^ 1 zu nehmen 

W enn es tui eine Funktion / fj-) eine bestimmte 
endliche bröße A gibt und ein InteiviU von dtm festen 
Punkte j = a ans bis r = a -f t füi jedes beliebig 
kleine O bestimmt weiden kann, so daß dit Diiferenz 
A — fia ■+- 6] jene bioiäe a numerisch nicht über- 
steigt, wihrend d alle inneihalb jenes Inteivailea 
bis £ liegenden Weite ö = ausgeachlosaen, durüi- 
lanft, so heißt 4 die Gienze, welcher sich f{a + d) 
mit unendlich abnehmendem i5 unendlich annähert. 
Wird hierin e positiv vorausgesetzt, so habe ich, indem 
ich f{z) als Ordinate zu der Abszisse x konstraiert denke, A 
die Grenze genannt, welcher sich f{x) nähert, wenn man von 

•) Encyldopiidia von Ersck a. Oriiber. Art. Grenze. 
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rechts her zu dem Punkte x = n. gelaugt. Die Grenze , der 
sieh f[a — tf) näliert, nenne ich die Grenze auf der linken 
Seite. 

Wenn ea dagegen keine bestimmte endliclie Größe 
A gibt, 30 daß die Differenz A — /"(« + b) füi- alle 
von Null verschiedenen <} ^ e nicht immer numeriach 
kleiner aU eine beliebig kleine Größe ff bleibt, wie 
klein man auch s bestimmen möge, so sagen wir, es 
nähere sich/'[a + (5) für unendlich abnehmende ^ keiner 
GrcQze. 
In vielen, und zwar in den meisten uns oben interessie- 
renden Fällen ist es nicht möglich, jene Grenzwerte, denen 
sich Funktionen annähern, ihrer wirklichen Größe nach zu be- 
stimmen; vielmehr wird man sich begnügen mUsaen, die Exi- 
stenz einer Grenze Überhaupt festzustellen, und es dient dazu 
folgender aus dem Begriffe der Grenz© abgeleiteter Satz: 

Wenn sich ein Intervall e so bestimmen läßt, daß 
für alle in diesem enthaltenen, von Null veracliiedenen 
i5 die Differenz 

/ , + t)-i u^b 

numerisch kleinei ah une beliebig kleme Ginße u i^t, 
so niheit sich f[i-\-h'] mit unendlich abnehmenden 6 
einer endlichen bestimmten Grenze -') 
Man bemelkt Übrigens, daß nach der m I5 3 featge ■letzten 
Terminologie dei Betriff auch so getaßt weiden konnte 

Einer Grenze niheit sieh f[n -\- 6] fui unendlich abneh- 
mende li, wenn /f») m unmitfelbaiei Ülie von 1 =^0 fauf 
der rechttn Seite) i-tetig ist 



[107] fiote II {zu S. 86). 

Beispiele von Funktionen, welche in ganzen Linien 
total nnstetig sind. 

Ein in mancher Hinsicht interessantes Beispiel einer tota 
unstetigen Funktion gibt die lleihe 



L positiven echten Bruch bedeuten soll^''). 
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Ist X rational, so erscheinen In dieser Reihe Glieder, die 
einen versch windenden Neuner simnxTi haben, und es wird 
dsther für solche x, das aus lauter positiven Gliedern bestehende 
fix) - CO. 

lat X irrational, so bestimme man für ein Glied in := u 
die ganze Zahl v so, daß 



möglichst klein werde, und erhält 

sin luxjr, = (— 1)" aine^yir. 

Ea fragt sich nnn, ob f„ so klein werden, und ii£„ mit wacli- 
sendem u in dem Grade unendlich abnehmen könne, daß die 
obige Eeihe zu einer divergenten wird. 

Um diese Frage zu entscheiden, müssen wir uns die ir- 
rationale Größe X in einen unendlichen Kettenbruch 

a; = «0 -4 1^- 

■ in iniiu. 

entwickelt denken, in dem, was immer aiigeEomraeii werdeu 
kann, die %, dj, a^, ... ganze positive Zahlen sind. 

Die NäheiTingsbriiche , welche sich bekanntlich von oben 
und nuten dem Werte x unbegrenzt annähern, seien ~— ; um 

ihre Differenzen von x selbst zu erhalten, führen wir «, , ac^, . . ■ 
mittels der Kelationen 



ein und erhalten, wie bekannt, 

."7 .«.(.«.% + !.,-,)■ 

Ist nun der Snmmationsbuchstabe m in obiger Eeihe einem 
solchen Näherung^nenner ;i„ gleich, so ist diejenige ganze 
Zahl V, welche [i.t„x — v) am kleinsten macht, bekanntlich 
V = v„ und die Differenz w„a; — )'„ = e„, wo sieh 
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bestimmt. 

Es bestehen uua für große //„ die Gleichungeu 



«nd es ist daher, wie mau leicht sieht, 



Es läßt sich EHQ. zeigen*), daß fnr alle Werte dcä j», welche 
zwischen dem Nähenmgsneniier ^i„ und dem folgenden fu^+i 
liegen, dasselbe Größenveihiltnis besteht, und daher die Summe : 

l-jjC.+i-.". 
= («,. + 2)"»C- ^—- 



ji (rasimtiäiw)' ^ l^u -^ ™^ ' ' '' 



«VH < (». + 2)' i» + ^ !(<• + 2)' - («»- , + 2j'],^l". 

Bedenkt mau nun, daß die Nähei-ungsnenner |H„ = a„_| f(,(_, 
+ l-'n—v "^ä *^^ ^™ positiven « zusammengesetzt, viel schneller 
als die a„ selbst zunehmen, so leuchtet ein, daß diese Keihe für 
unendlich viele irrationale x konvergieren wird; 30 z. B. für 
die Quadratwurzeln rationaler Zahlen, welche sich bekanntlich 
in periodische Kettenbriiche der verlangten Art entwickeln lassen, 



*) Ich bedauere, daß ich auB Mangel au Eaum gezwungen bin, 
diesen Beweis, der au weit iu die Theorie der Kettenbriiche führen 
würde, auf eine andere Gelegenheit zu verschieben. 
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in denen die Kenner eiirtluh aimä Femei koiivpigeit 

unsere Eeilie Im die inationalen Ziblen ^b r = — 

X = tan 1 usw., wie die Cr /»(^seilen Ivettenbrnche fui e-^ tan y 
zeigen, in denen die Kenner alle positiv gemacht weiden können 
und aebi" langsam ins Unendliche wichaen 

Divergieren wiid die lieihe für ■üle diejenigen irratio- 
nalen Werte, fni welche fr, mit k ao npid und stoßweise 
wächst, daß {a% — a„-\}ij" nicht in geh >ngei Weise zu Null 
abnimmt. Die geringe Auahildnng der Theorie numeiischei 
Kettenbrtlche wud zn speziellen Angiben welche Imtionali 
täten hierzu gehiien nioht hinreichen indessen bedarf es aol 
eher auch nicht flli nnseien Zweck 

[109] Denn ea genügt zu wissen daß unseie Funk 
tion f(x fUi unendlich viele iirationale Werte von i 
von denen immei wenigstens einer auch m dem klein 
sten Inten lUe angegeben weiden kann endlich bleibt 
für gewisse iiiationile und tür olle rationalen i un 
endlich ist und somit in ledem beliebis Ueiiipn Intei 
valle unendlich oft vom Endlichen zum Unendlirht'u 
lind umgekehlt übeiapimgt — 
i Beispiel gibt die Ee he 



—- (sin m TT)" 

welche für alle lationaleit ' unendlich wud Für inationale z 
wird der ll^ennei niemals der Null gleich die kleinsten Werte 
nimmt er an, wenn m dem ISenner eines Näheiungabiuchea 
!i„ gleich ist: und zwai ist dann da9 betieflende Gliei 

und anih dieses wiid, obgleich sehwicher ila das dei vorigen 
Reihe Inr unendlich \iele Iiritionihtaten ao ataik abnehmen, 
daii die Rpihp konveigieifn k inn 
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Note m (zu B. M). 

Fnnktioneu komiilexer Veräuderliclicp, weklie linear 

unstetig werden. 

Funktionen komplexer Variabeln, deren reeller Teil in 
ganzen Linien unstetig wird, kann man leicht konatruieren : 

Ist nämlich x eine komplexe Veiänderliche, r irgend ein 
bestimmter Moduln», aind ferner die a„, a,, . . ., 6„, 6,, ... 
Reihen gewisaei- endlicher oder unendlich abnehmender reeller 
Größen, so ist bekanntlieh die Reihe 

/•M-2'K-'..i)(f)" 

eine für alle x, deren Modul < r ist, synektiache (d. h. nebst 
allen ihren Differentialquotienten, beatimmte, eindeutige) Funk- 
tion, die für a; = ret' den reellen Teil 

^(a„coaw/i + &„sin»f/!) 

besitzt; diese Reihe aber kann die allerverschiedeiisten Unstetig- 
keiten besitzen. 

Umgekehrt gibt jede in eine Fovrkrsdh^ Reihe entwickel- 
bare Funktion 

J'f/-! = J^( „CO« p + t smr f 

[110] wie unstetig aie auch lei zu emer innerhalb e nes Kreises 
s^Tiekttäohen Funktim Veranlassung ^1 

Es kann demnach eine monogene Funkt on e ner kom- 
pleien ^ermdeihehen n c nei Kie spenphe i punktiert un- 
stetig weiden 

Ich kann jedoch luch Beispiele monogener uni im alige- 
meinen Hynektiachei Funktionen gel en die m e nem ganzen 
Kreise total unstetig weiden In dei Reihe 



fw=i'^i 



sei (ü ein positiver, reeller echter Bruch, q aber die kom- 
plexe Variable. Wenn raod, q von 1 verscliieden ist, wird 
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der Nenner nicht verschwinden, und die Konvergei 
hängt ah von dem Grenzwerte des Quotienten 



für imendlicli waehsende jii. Dieser ist aber, wenn mod, 5 < 1 
ist, wg*, und da nach Voranssetzung w <^ 1 also auch 
mod. (j}q^<^l, so konvergiert die Reihe für alle q, deren 
Modul <^ 1 ist. Wenn mod. 5 ]> 1, so ist der Grenzwert 

— T-, nnd die Reihe konversiert daher ebenfalls für alle q, deren 

r 

Modul > 1. 

Die Konvergenz kann nur anfhöreu, wenn mod. q ^ 1. 
Setzen wir nämlich q = e^"^', so ist 



A»-') = -|^x 



Letzteres ist aber die uns aus vorhergehender Kote bekannte 
Reihe. 

Es wird also durch jene unendliche für alle 3, außer mod. 9=1, 
konvergente Reihe eine Funktion der komplexen Veränderlichen 
q dargestellt, welche außerhalb und innerhalb des Kreiaea 
mit dem Radius 1 synektisch ist, auf der Peripherie deä 
Kreises aber total unstetig, indem sie für alle Punkte der- 
selben, deren Anomalie in rationalem Verhältnis za 2tc steht 
und für eine gewsteAit in itionaler Anomahen unendlich ist, 
für andere unendlich viele irrationale Werte der Anomalie aber 
endlich bleibt") 

Um dies T uendlirhweidcn geniuei zu unteiauchen setze 

j = (!-,)<" 

WO 6 eine kleme, positive, zu Null abnehmende Uj jße be 

zeichnen soll; ffü em lationales a = ■ — werden nui die blie- 

1" 
der in ffq), deren m = ftr ist, mit abnehmendem p unendluh 
wachsen, und wn brauchen daher nm diese leieu ^iimme 



[111] 7;^2^7- Mi-(i.-r^r."7 ' 
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in BetraeliE zu zielieu, aus der mau ersielit, ilaß sicii n'eseiitlich 

",7"'i . Konat 

f{l — (e- ) wie — 5— 

verhält, wenn e unendlich abnimmt, indem sich 

e'-fll — se'' ) 

dmn emer endlichen Gienze niheit 

Man kmn dies \eihalt«n etwi ai heschieiben deht man 
ladial von dem Mittelpunkte dei komplexen Fbene nach allen 
Seiten aut 10 Indert sich jd) stetig bi^ man an den Kieis 
mit dem Kadiua 1 gelingt, in welchem die stetige Keiht, von 
Werten, die }{q] bi'< dihin luf einem Kreise zpigte, zPiTeißt, 
oder so zu sagen, explodieit und in emei total unstetiaen 
wild 

Ähnliche EigentiUulichkeiten zeigt / q), wenn mm sich 
von iuBlu demtelbtn Kieiw nlheit 

danz amloge Betiachtungeii sind inwendbai luf die Keihe 



•pi?)-^ 



^, (r-'i-'"]" 

welche für aile q synektiach ist, deren Modul von 1 verschie- 
den ist. Wenn mod. 9 = 1, also q =^ e^"\ so ist 



*(«"') = -1^7 



Diese Reihe ist aber am Scliluase von Note II besprochen, 
und es leuchtet ein, daß ip{q] ebenfalla eine in dem Kreise 
mit dem Kadius 1 total unstetige Funktion sein wird, obgleich 
sie außerhalb und innerhalb des Kreises synektisch ist. 

Die Funktion 1/1(5) kann man übrigens auch dureli die 

auf die Funktion fi>{q] reduaieren, wo 
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eine ebenfalls iiberall mit Ausnahme dea mod. q = 1 konver- 
gente Entwioklang ist. Diese Funktion ip{q) aber, die unter 
derselben. Bedingung für g auch in der Form 

im] •p{i)=2j- !)'■ (1 - r, [i""t"".. (1 - r "l 

erscheint*), wird dureh die unendlichen Produkte 
ip[q]:=TT{l — 9^"(fl filr mod. q <C 1 

und 

q, (g) =— ,;— — — für mod. ^ > 1 

dai^estellt, deren Beziehungen zu den Jaco^ischeii Funktloueu 
anf der Hand liegen. 



*) Vgl. Scheibner, Sitzungaber. d. inath.-phys. Klaase. Leipzig 
ä. p. 98. 



yGoosle 



^f>&"^'^'%^'^'^t^tf^'^t^tf 



Anmerkuugeu. 



Hermann Haitlcel wuvde am 14. Februar 1839 in Halle 
geboren; seiu Vater, WHIielm GoUlieb Hankel, war erat Lehrer 
an der RealaoSmle in Halle, wurde 1849 ordentlicher Professor 
der Physik an der Universität Leipzig. Een)vm,n beanclite in 
der neuen Heimat das Nikolaigymnasium, bezog Ostern 1857 
die Universität daselbst und promovierte 1860, Ostern 1860 
ging er zu weiteren Studien nach Göttingen, im Herbat 1861 nach 
Berlin, wo er u. A. Riemann, Weierstrasa und Kroneeker hörte, 
Die Habilitation in Leipzig als Privatdozent der- Mathematik 
erfolgte 1863 ; zu Ostern 1867 wni'de er ebenda zum außer- 
ordentlichen Profeaaor ernannt; im Herbste 1867 folgte er einem 
Kufe als ordentlicher Professor nach Erlangen, Oatem 1869 
nach Tübingen. Änf einer Ferienreiae im Schwarzwalde ereilte 
ihn der Tod infolge eines Schlaganfalles in Schramberg, am 
29. August 1873, 

Ein vollständiges Verzeichnis der Arbeiten Hankels ist in 
»Bolletino di Boneompagni* für 1876 (Bd. IX, S.297-3ü8) 
gegeben. Vgl. auch M. Gantor im >Allgemeine Deuteche Bio- 
graphie!', Bd. X, 1879, S. 516—519, und W. v. Zaim, «Einige 
Worte zum Andenken an Hermann Han/ceh (Math. Ann., 
Bd. VII, 1874, 8. 583—590). Seine bekannteaten Arbeiten 
sind die »Vorlesungen Über die komplexen Zahlen und ihre 
Funktionen^. I. (einziger) Teil: Theorie der komplexen Zahleu- 
sysfflme, insbesondere der gemeinen imaginären Zahlen und 
der HamÜtonschta Quaternionen nebst ihrer geometrischen 
Darstellung«, Leipzig, 1867, und 'Zur Geschichte der Mathe- 
matik im Altertum und Mittelalter«, 1874 nach dem Tode 
des Verfassers veröffentlicht. 

Im Jahre 1870 sehrieh Hankel zwei ala zusammengehölig 
zu beti-aehtende Abhandlungen, deren eine als Artikel »Grenze« 
in Ersch und Gntbers »Allgemeine Enzyklopädie c {I. Sektion, 



y Google 



104 Anmerkangen. 

Teil XC, S. 185—211, Leipzig, 1871), die andere, die Her 
vorliegt, als Tübinger Einladungsprogramm zum Geburtsfeste 
des Königs mit der tjbersehTift »Untersuchungen über die 
unendlich oft oszillierenden und unstetigen Funktionen; ein 
Beitrag znr Feststellung des Fnnktionsbegilffes Überhaupt« 
(wieder gedruckt in Math. Ann., Bd. XX, 1882, S. 63—112) 
erschien. Sie bilden einen Ersatz für die nie ausgeführte 
Fortsetzung der Theorie der Funktionen komplexer Größen. 

Ihren Ursprung nehmen Hankds »Unteräucbnngen« von 
Ri(ma/rms Habilitationsschrift, Dii-ickkt (Jonrn. för Math., 
Bd. IV, 1829, S. 157—169) hat bekanntlich gezeigt, daß eine 
^OMnersehe Entwicklung der Funktion <p{x] möglich ist »si 
la fonction ip{a:], dont toutes les valenra sont suppoaöes finies 
et determinöes ne präsente qu'un nombre lini de solntiona de 
continnitö entre les limites ^— jt et ?e, et si en outre eile n'a 
qu'nn nombre döterminö de maxima et minima enti'c ces mSmes 
limites' (a. a. 0., S. 168—169, vgl. Nr. 116 dieser Sammlung, 
8. 50, 54); er hat auch in Klirre die andern Fälle betrachtet. 
Diese singulären Fälle können stets, bemerkt ev, auf jene 
eben betrachteten znrilekgefflhrt werden. Damit 



i/^i' 



2 ain A [a — 



eine Bedeutung hat, wenn die Un Stetigkeiten in nnendlioher 
Anzahl vorhanden sind, ist es notwendig, daß, wenn a, b 
irgend zwei zwischen — tt und ?t enthaltene Größen sind, 
es immer zwei andere zwischen a und b liegende Größen 
)■ und s gibt, so daß (p{x) im IntewaUe r---s stetig ist. 
Denn andernfalls würde das bestimmte Integral {nach Oauehyi 
Definition, wo der Integrandus stetig ist) keine Bedeutung 
haben [so z. B., wenn der Integrandus e (bzw. d) für alle 
rationalen (bzw. irrationalen) Werte von x ist]. 

Ea war Dirichhla Absicht, diese weitere Verfolgung seiner 
Untei'suchungen, die mit den Prinzipien der Infinitesimalrechnung 
zusammenhängt, fortiiusetaen ; doch ist das nie geschehen, und 
erst Biermmn, JMrichletä Sehfller, stellte die S^'age auf, als 
Vorarbeit zu einer allgemeinen Untersuchung der Daratell- 
barkeit einer Funktion durch eine ti'igonometrische Reihe 
( 'Über die Darstellbarkeit einer Funktion durch trigonometrische 
Reihen^, Habilitationsschrift von 1854, Ges. Werke, 2. Aufl., 
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Leipzig, 1892, S. 266 11'-): Unter welchen Bedingungen hat 
das Zeichen 



yv« 



(als Grenzwert einer gewissen Summe in Cauchys Weise definiert; 
doch ohne Gaiwkya, allerdings hinreichende Voraussetzung, 
daß f{x) stetig ist) eine Bedeutung? Die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen findet er darin, daß: 

1. f[x) im Intervalle a--b, zmschen endlichen Grenzen, 
bleibt. 

2. Die Snmmc der IntervaJle, in denen die Schwankungen 
der Funktion fix] größer sind als die beliebige kleiae Zahl 0, 
nnendlich klein gemacht werden kann. 

Ein Beispiel einer Funktion die, obwohl unstetig zwischen 
irgend zwei Größen, dennoch integi'abel ist, bildet Riemann 
so: 8ei [x] der positive oder negative Überschuß der reelleu 
Zahl X Aber die nächste ganze Zahl n, nnd speziell Null, 
wenn a: = n -j- ^*); dann ist \x) eine überall definierte ein- 
deutige Funktion von x mit Unstet: gkeiten in den I'unkten 
X :== n-\- ^- Die Keihe 

konvergiert für jedes sc, sie stellt aber eine Funktion mit 

einer Untestagkeit in jedem Punkte x = — dar, wo p nnd n 

relative Primzahlen sind. Dieses »Kondensationsverfahren« 
erscheint direkt nachgebildet in einem von H. Ä. Schwarz 
(Ges. Abh., Bd. II, S. 269) gegebenen Beispiel (vgl. auch 
G. Barhtyux, Ann. de l'öc. norm. (2), Bd. IV, 1875, 8. 90, 
und JJ. Dini, »Grundlagen für eine Theorie der Funktionen 
einer veränderlichen reellen Größe«; deutsch bearb. von 
G. Lüroth nnd Ä. Sch&pp, Leipzig, 1893, S. 200—203), und 
Htmkeh Kondensationsprinzip ist aus diesem Beispiel hervor- 
gegangen. 

Der Inhalt der letzteren iTawie^schen Schrift ist von G. Gantor 
(Math. Ann., Bd. XIX (1882), 8.588—589, vgl. Anm, U) 
wie folgt treffend gekennzeichnet: 



) Es ist Ix) = 



n (2_xii)_ _ smjä^O. , ^3_^^ 
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1Ü6 Anmei-k nagen, 

»Eä liiideii sieli ia dieser Schrift geistvolle, dem damaligen 
Standpunkte der betreffenden Fragen vollkommen entsprechende, 
auf genauer Kenntnis der einschlägigen Literatur beruhende, 
wenn auch in mancher Beziehung nicht ganz strenge Erörte- 
rungen über den Umfang des allgemeinen Funktion sbegriffea 
und die ersten he achten 3 werten Versuche, Unterschiede aus- 
findig zu machen, anf die eine naturgemäße. Klassifikation der 
betreffenden Begriffsgehiete gegründet werden könne. Jeden- 
falls hat diese Arbeit anregend auf die bezügliche Richtung 
der mathematischen Forschung gewirkt, wie man an vielen, 
später erschienenen Untersuchungen anderer Mathematiker 
ersehen kann, z. B. an dem verdienstvollen Werke von Herrn 
Ulisse Dmi: Fondamenti per I3 teorica delle fnnzioni di 
variabili reali. Pisa. 1878. 

»Ea enthält einzelne Kapitel, die ausdi'ückllch der genaueren 
Untersnohnng und Umgrenzung von Fragen gewidmet sind, 
die R. Hankel, wesentlich angeregt durch Himumni Forschungen 
im Gebiete der trigonometiisclien Eeihen, zum ersten Male in 
oben genannter Abhandlung einer ausführlichen und selb- 
ständigen Besprechung unterzogen hat.« 

'Dei inteiessanteste Abschnitt in Hcnn/celä Arbeit, auf 
dessen völlige Klarstellung die Bestrebungen des Herrn Diiü 
mit El folg gerichtet waren, bezieht sich anf eine Methode, 
die von Jlanlp} »Kondensationsprinzip der Singulari- 
täten genannt wird, und mit denen es ihm gelingt, aus 
Funktionen !"/('■), die an einer gegebenen Stelle, (3:^0), 
irgend eine Singularität (wie etwa eine Unatetigkeit oder den 
Mangel eines bestimmten Differenlialqnotienten) darbieten, 
andeie Funktionen herzustellen, mit derselben Art von Singulari- 
tät (an allen Stellen], für die x eine rationale Zahl ist. 

»Das besagte Prinzip besteht einfach in der Bildung fönen- 
der Funktion; 



f{x)=^cM^ln{v,rx]), 



wobei durch angemessene Wahl der ReihenkoefSzientcn Cy für 
die Konvergenz dieser E«ihe, sowohl wie der aus ihr hervor- 
gehenden Reihen, soweit letztere gebraucht werden, gesorgt 
werden muß«. 

Der Artikel »Grenze ist besonders intei'esaant, weil er 
(S. 202) uns anleitet, die Entdeckung des Verdichtungsprinzips 
(§ i der vorliegenden Arbeit) seiner Klassifikation der Funktionen 
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(§ 7 ebendaselbst) nachzu stellen. Er fangt mit einer Be- 
" ■ Exbaustioiismethoden , von Euklid iincl Ärchi~ 



(S. 186—188), und des Unendliehkeitsbegi-iffs bei 
Stifsl, Kepl&r, Cavalieri, Fermat^ Saberval, Pascal, Wallis nnd 
Leibnix [&. 188 — 189). Sankel sagt sodann: »Das Unendliclie 
tritt in ukeiner Dai'stellung nur insofern auf, als ich zuweilen 
von einer unendlichen Vielheit von Punkten reden werde. 
Daß diesem Begriffe eine Realität entspricht und wirklich [actii] 
unendlich viele Punkte, z. B. in einem jeden endlichen Linieu- 
stücke vorhanden sind, wenn wir auch mit ihrem Abzählen 
nie zu Ende kommen, bedarf keiner weiteren Auseinander- 
setanng. TrefiÜche Bemerkungen über den Begiiff des Unend- 
lichen enthält übrigens auch die Schrift B. Bohmnoä: Die 
Paradösien des Unendlichen«. Nach der Begrifiabestimmung 
der (reellen und eindeutigen) »Funktion« einer reellen Variabein 
(im wesentlichen nach Dirichkt, vgl. Nr. 116 dieser Sammlung, 
S. 3) und die Unterscheidung des Wertes im l'nnkte a; = a 
vom Grenzwerte im Punkte j =a, sucht er die Existenz 
einer Grenze unter der bekinnten Bedingung zu beweisen 
(S. 193; vgl. oben 8.42) Wenn /"[j-j sich einer bienze nähert 
fflr a; = a, so kann mm leicht zeigen, daß notwendigerweise 
für irgend ein g'^0, immer em e |> ü esistieit so daß wenn 
0<Ö<s 

\lia + s]-t{a + S)]<o 

Das Umarekehite [daß diese Bedingung amh hmieiihtj muß, 
sagt Hankel, bewiesen weiden, und dies kann niu sceschehen 
durch Untersuchung der Bedingungeu, untei deneu es keine 
Grenze gibt (für r = j) Alsdann kennen wii niemals e so 
Mein wählen, daß, wenn < (3 < e, 

[f[a + E)-f[a + 6)\<:ü 

bleibt. Also, wenn f{x) sich keiner Grenze nähert, ist unsere 
Voraussetzung widerlegt, folglieh gilt das Umgekehrte. 

Der Artikel enthält auch Hanlieh Beispiele und Klassi- 
fikation unstetiger Punktionen {m. s, die vorliegenden »Unter- 
suchungen«, Riemanm Integrabilitätsbedingung und Beispiel 
einer spunktierf« unstetigen Funktion (S. 197 — 200), und Be- 
trachtungen über Differentialquotienten (8. 201 — 203, wo das 
Hawfeische Verdiehtungaprinzip kurz dargestellt ist) ; ferner 
aber das bestimmte Integi'al (3. 203—206) und unendliche 
Eeihen (8.206—211). 
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1) 2*( S. 48. Cauohy hat achon 1814 auf diese Uii- 
zuläBsigkeit hingewiesen; vgl. Nr. 112 dieser Sammlung, S. 69. 

2) Zu. S. 49. Wahraeheintieli soll dies 1825 heißen {siehe 
Klaaa. 112 mit S. 70 — 71); vgl. oben Anmerkung 1). 

3) Zu S. 50. "über Diriohleh Prinzip vgl. man W. F. Os- 
goods Artikel: »Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen« 
(Enzykl. der math. Wiaa., Bd. 11, B. 1, 8. 55, 1901). 

4) Zu S. 51. Daa Beispiel Riemawni ist oben gegeben 
worden. 

5) Zu S. öl. Vgl. U. Dini: sGrnndlageo für eine Theorie 
der Funktionen einer veränderlichen reellen Größe« , dentsch 
bearb, von J. Lürotk und A. Sekepp, Leipzig, 1892, S. 88 — 90. 

6] Zkt S. 51. Vgl. Anmerkung 10) für Beispiele stetiger 
Funktionen, die an keinem Punkte Dlffereutialquotienten haben. 

7) Zu S. 52. Daß jede punktiert nnsteüge Punktion nicht 
integi'abel ist, hat zuerst H. J. S. Smith gezeigt [vgl. Anm. 17 
lind 18). 

8) Zu S. 53. Diese Definition der Stetigkeit rührt von 
Bolxano und Cauehy her (vgl. oben S. 39), 

9) Zu S. 55_ Dini (a. a. 0., S. 51—63) macht folgende 
Unterscheidung: wenn im Punkte a (der kein Endpunkt des 
Intei-valls ist) eine bebbai'e Unstetigkeit stattfindet, wie z, B. 



für x = 0, ±:n:, ± 2!C, ■■-; (2) wenn fix] nur auf der 
einen Seite von a unstetig ist, nnd die Werte des f{x) auf 
dieser Seite von a einen bestimmten Grenzwert haben, so heißt 
sie eine gewöhnliche Unstetigkeit oder Unstetigkeit der 
ersten Art; wenn dagegen diese Werte von f{x) keine be- 
stimmte Grenze haben , so heißt sie eine Unstetigkeit der 
zweiten Art. (Vgl. auch Pringsheim, a. a. O., 8. 28 — 31). 
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10) Zu .s M Tthtmnnn (-Über die Darstellbarkeit usw.', 
g XIII j hat emi, Eigensilutt der Reihe 

bemerkt, und diese Bemerkung hat wohl zuerst auf die lie- 
traehtuiLg von Reihen der Form 

gefällt, die je nach Wahl der c in bezug auf Existenz der 
ersten Derivierten unendlich oft oder sogar darchana sieh 
aingulär verhalten {Pringaheim , Enzykl. der math. Wisa., 
Bd. U, 8. 39). Erst Weierstrass gab, in seinen Vorlesungen 
seit 1861 [Schwan, Ges. Abb., Bd. II, S. 269), ein Beispiel 
einer stetigen Funktion 

die (far <; a <[ 1, h ungerade und ganz) an keiner Stelle eine 
Derivierte besitzt, wenn a&> 1 + f 5t ist [vgl. P. du Boü-Rey- 
mond im Jonrn. für Math., Bd. LXXIS, 1875, S. 29, Weier- 
strass, Berl. Ber., 1880; Diiii-Lürotlt, a.a.O., 8.223—225). 
Gegeben war ein anderes Beispiel, 

von G. Darboux in seinem »Memoire sur les fonetions diacon- 
tinues (Ann. de l'öe. norm. (2) t. IV, 1875, S. 59—112], 
der nicht Wei&rstrass, wohl aber Bmnann zitiert. (Vgl. Dini- 
Mroth, a. a. 0, 8. 228—229.) 

11) Zu S. 60. Bimia/rm hat wohl gemeint, daß jede stetige 
Funktion durch eine Fowi&raa^t Eeihe dargestellt werden 
könne (»Grandlagen für eine allg. Theorie der Fkt. einer ver- 
änd. komplex. Größe«. Inaug.-Dias,, Göltingen, 1851, § 1, 
Gea. Werke S. 3); doch ist dieses nicht richtig, wie H. A. 
Sehwarx, (siehe Klaas. Nr. 116, 8. 54 — 55) und P. du Bois- 
Reymond (Münck Abb., Kl. U, Bd. XH, 1876, S, 100, 
Math. Ann., Bd. X, 1876, 3. 442) durch Beispiele gezeigt 
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haben (vgl. E. W. Hobson, Proc. Lond. Math. Soc. [2j, 
vol. III, 1906, S. 48—61). Weierslrass hat aber gezeigt {Berl. 
Ber., 1885, 8. 633, 789), daJJ jede stetige i'niiktioii durch 
eine unbedingt und in jedem endlichen IntervaUe aiieb gleich- 
mäßig Itonvergente Reihe ganzer rationaler Funlttionen dar- 
stellbar ist (vgl. E Bord, >Le9on9 sur lea fonctions de variables 
röelles et les döveloppements en series de polynomes«, Paris, 
1901, 8. 50—66). 

12) Zu S. 61. Hier benutzt Hankd die Eigenschaft der 
Reihe 

/■«=!' 5^^?^, (.>3) 

gleichmäßig zu konvergieren (m. s. Fh. L. Seidel in Nr. 116 
dieser Sammlung, sowie Pri>tgsheim, a. a. 0., S. 34 — 36). In 
der Tat, wenn unsere Reihe für f{x] gleichmäßig konvergiert 
ist, 30 können wir 

setzen für ein bestimmtes m uud für alle in Betracht 
kommenden x. 
Daß 



..^><T 



( der bekannten Formel: 



^ cp{i>)<f rp{x)dx. 



Die explizite Einführung dieser Eigenschaft der gleich- 
mäßigen Konvergenz erschien zuerst bei Barhoux (a. a. 0.), 
der Hankels Methode strenger zu formulieren versucht hat. 
Denn Pk. Gilbert (Brux. m^m. eour., t. XXIII, 1873, 8. Iff.) 
hat hervorgehoben, daß durch den Umstand, daß die zu irgend 
einer einzelnen Stelle gehörige Singularität alleraal unendlich 
vielen Reihengliedern zukommt, die Möglichkeit einer Kompen- 
sation nicht ausgeschlossen ist, und tatsächlich einti'eten kann. 
Aber erst IHni [vgl. Dini-Lürotk, a. a. 0., 8. 157—183) hat 
die Tragweite der HanJcdschen Methode mit genauer Unter- 
scheidung der verschiedenen Singularitäten-Möglichkeiten ge- 
nügend festgestellt {Piingsheim, a. a. 0., S. 37—38). 
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EsseienUicli er ihnt diß mi (T 7H(ri a Bemeik mg ■iiphe 
Änm. 14) uifiit ao veri^tehen diiifeu da liiie ei schoii 18(1 
die »drei wesentlichen Mäiigeli dei Hanl ehchen Methode 
erkannt. Denn m dieiei Bespiechimg lesen wir über diese 
Methode nur sie (die Singularitäten) tieten für alle ratio- 

nalen Werte \on 3, ant w »hrcnd für alle inationalen Werte 
dieser Veränderlichen die Funktion stetig ist und eine Ab- 
leitung besitzen würde 'V^i^ den letzten Punkt beüifft so 
erscheint der difür beigebiaclite Beweis nicht richtig du» dabei 
vorkommende Größe e ist naeh vorheriger Annahme der Zahl m 
gewissen Bedingungen gemäß zn bestimmen, die ihr eine solche 
Kleinheit aufzwingen können, daß e ■ m'~^ nicht ins Unendliche 
wachsen würde. Es würde somit die Funktion f(x) noch singu- 
lärer sein, als der Verfasser angibt.« Hcmkel fordert aber, daß 
«"* ins Unenälicke abnehme, c ■ «i'-' dagegen ins Unendliche 
zunehme mit wachsendem m, was immer möglich ist (vgl. 
auch Dini^Lüroth, a. a. 0., 8. 171—172]. 

13) Zu S. 64. Über diese Methode Haniceh macht G. Ccmtor 
('Über ein neues und allgemeines Kondensationsprinzip der 
Singularitäten von Funktionen«, Math. Ann., Bd. XIX (1882), 
S. 588—694) folgende Bemerkungen: 

sDiese von Hankel erfundene Methode der Kondensation 
von g^ebenen Singularitäten auf alle rationalen Stellen der 
Veränderlichen x birgt, so einfach sie seheint, und so ver- 
diensflieh sie zweifellos auch gewesen ist, doch mancherlei 
Mängel in sich, die schon in einer kurzen Besprechung hervor- 
ü^eten, die ich sehr bald nach Erscheinen der ifon/ie^schen 
Schrift gegeben habe. (M. s. Literarisches Zentralblatt v. 1871, 
S. 160, v. 18. Februar). 

»Erstens ist die Untersuchung der Funktion f{x) dadurch 

erschwert, daß die auf eine Stelle x = ^ übertragene Singu- 
larität an unendlich vielen Gliedern der Reihe gleichzeitig auf- 
tritt, nämlich an allen denen, wo, wenn p und q relativ prim 
sind, V ein Vielfaches von q ist; dadurch tritt die Möglichkeit 
einer gegenseitigen Kompensation der Irregularitäten ein, und 
es wird bestenfalls die Mühe gefordert, den Nachweis zu fähren, 
daß diese Eventualität nicht vorliege. 

»Zweitens führt man durch die Anwendung des Siuus 
unter dem Funktionszeichen (p Schwankungen herbei, die den 
Gang der Funktion f{x] in überflüssiger und mit dem gesetzten 
Ziele garnicht zusammenhängender Weise komplizieren. 
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»Drittens e idliüi entbpLit ifa iA</d Metho le msote n iIp 
AUgemeiuheit als die Mannigf ütigkeit dei fatellen lut Uie 
die SmguUntIt von q>('c] Ubei-tragen wird die Menge dei 
rationalea Zahlen ist nnd es ist nicht abzusehen inwieweit 
sieh das Piinzip auf andere Mengen ^on SmgulautJtsstellen 
veral^em einem ließe 

GantOi aau hat 1873 (Joum ftti "Math Bl L\\\II 
(1873), S 258] entdeckt daß die Menge iller ilgeliiischen 
Zahlen, die viel uinfas^endei und inh iltaieichei ist als die 
Menge allei latioailen Zahlen eine ibz Ihlbai e Menge bildet 
d. h. man kai n eine solche Menge (aut viele ^\ eisen) nach 
einem besbmmten leicht zu definieienden Gesetze in die Foim 
einer einlach unendlichen Eeihe mit dem a%em6inen Ghede w 
wo »> ein po3 tivei unVeschrankter ganzzahliger Inde\ist biingen 
Diese Bemeikung führt woiauf IFciTsfta«« anfmeiksam ge 
macht hat zu emer Methode der Kondensation die frei ist 
von den genannten Mangeln der Hunic^ehen "Methode 

Ist <f{^) eine gegebene Fnnktion mit dei emzigra s no-i 
iären Stelle r == so set/e man 

wo durch passende Wahl der Koeftizienten tüi' die absolute 
und gleichmäßige Konvergenz der Keihe für f(x) und nötigen- 
falls auch der aus ihr abgeleiteten oder mit ihr zusammen- 
hängenden Reihen gesorgt werde. 

14) Zu S. 67. Eine Verbessening der unzulänglichen 
Analyse Ham^ls bei Darboux (a. a. 0., 8. 106), (Vgl, Dini- 
Lüroth a. a. 0.. 8. 185.) 

16) Zu S. 69. Bei DM [Dini-Lüroth a. a. 0., 8. 81) 
solche Funktionen sind »im allgemeinen oder abteilungs- 
weise stetig! genannt. 

16) Zw S. 72. HanMa Ausdrücke: »die Punkte die Sti'ecke 
erföllen', »die Pnnkte zerstreut liegen«, ersetzt man jetzt 
durch die von G. Cwitor herrflhi'enden Phrasen: »die Punkte 
überall dicht liegen«, resp. »die Punkte nirgends überall 
dicht (kürzer: nirgends dicht) liefen« (vgl. G. Canior, Math. 
Ann., Bd. XV ,1879, B. 2; Ä. Sckomflies; »Die Entwicklung der 
Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten«, Leipzig, 1900, 8. 63'. 

17) Zii S. 72. Der Safea ist nicht richtig, daß eine jede 
nirgends dichte Punktmenge P so beschaffen sein muß, daß 
die Summe aller Intervalle, in denen Punkte von P liegen 
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können, so klein gemacht werden kann, als man will (daß 
der »Inhalt» von P Null ist; vgl. Schoenflies, a. a. 0-, S. 87ff.;, 
oder, was auf dasselbe heranakommt , daß jede punktiert un- 
stetige FunktioH integrabel ist. Dini hat 1878 [ygl. Dinir-LSroth, 
a. a. 0., S. 341) auf die Unzulänglichkeit der jffiiMMachen 
Beweise hingewiesen, während H. J. S. Smith achon 1875 
(Proe. Lond. Math. 8oc., vol. VI, 8. 148; vgl. Sohoenßee, 
a. a. 0-, 8. 101) ein Beiapiel gab einer nirgends diehtec Menge 
auf der Einheitsti'ecke vom Inhalt /, wo 1 <; ,7 ^ 0, ist. 

18) Zu S. 74. A. Hwnwh hat, infolge der Unrichtigkeit 
des SawAefeohen Sataea [aiehe Anm. 17)j, den flaw/cefechen 
Begriff der punktierten Unstetigkeit (wo die Stetigkeitspuukte 
überall dicht Hegen) ao verändert, daß der Satz: jede punktiert 
unstetige Funktion ist integrabel, richtig bleibt, indem er 
definierte (Math. Ann., Bd. XIX, 1882, 8. 242, Bd. XXIV, 
1884, S. 218): punktiert unstetige Funktionen sind solche, bei 
denen die Stellen mit Spinlngen ]> eine inhaltlose (bei llar- 
iiack »dbkiete*) Menge bilden. 

Diese SiMTjatAache Definition ist nicht allgemehi in Ge- 
hranch gekommen; die von Ilankel dagegen ist von Dini dem 
Umfalle nach (siehe Anm, 19)) angenommen worden [Dini- 
Lüroih, a. a. 0-, S. 81 — 86). Endlich der Sata von R. Baire 
(vgl. seine »Le^ons sur les fonctions diseontinueS' , Paiis, 1900, 
Sehomßies, a. a. 0., S. 234—239) hat Bttrgerreeht für Hmi^tels 
Definition [Baia-e sagt »ponctuellement diseontinue« füi stetig 
oder punktiert (punktweise) unstetig] gegeben. 

Für die Fortschritte der Integrierbarkeitslehre hei Bteniami, 
Emikd, Eamaek, P. du Bois-Rmjmond, Darbmix, C Joidcin, 
H. Lebesgue, n. a. siehe Schoenflies, a. a. 0., 8. 177 — 217, Lchei- 
gue, a. a, 0.; und A. Voss, Enzykl. der math. Wiss,, Bd. II, 
8. 95 ff. 

19) Zm S. 73, Dini {Dini-Mrotk, a. a. 0., 8. 81) nennt 
Funktionen punktiert unstetig, wenn sie in jedem Intervalle 
Stetigkeitspnnkte hesitaen; in der Tat liegen dann die Stellen 
mit Sprängen ]> (7 nirgends dicht, und vice versa (vgl, Dini- 
Lüroth, a. a. 0., S. 83—86). Der von Smith (a. a. 0., 8. 150) 
gegen die GOlügkeit dieses viee versa erhobene Einwurf 
wendet sich nnzu treffen der Weise gegen die (von Hankel gar- 
nicht gemachte) Behauptung, daß allemal Stetigkeitsintervallo 
existieren müßten [Piingsheini, a. a. 0-, 8. 39). 

20] Zu S. 85. Dieser analytische Ausdruck leidet an dem 
Mangel, daß f{x) an allen rationalen Stellen nicht eigentlich 

OBtwBlde EI&Bsiker. läS. g 
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definiert eracheint [IMngsheim , a. a. 
scheint die von Pringshmn (a. a, 0., S, 
von f[x), wo 

f'^,]^o, fix,]-. 


0., S. 4i;, Besser ev- 
. 7) gegeljene Darstellung 

= d, 


wo X, alle i 
nämlich: 


ationalcu, 3:^ alle irrationalen Zahlen 


liedeutet, 




fl^) 


= {o — d] lim r lim (coa : 


fi!/.a;)-j + rf, 





[vgl. auch H. Lebesgw., sLe^oua sur l'intögiation et la recherche 
des fonctions primitives«^, Paris, 1904, S. 15). 

21) Zu S. 87. i>mi schrieb 1878 {vgl, Wrai-Z/jiroffi, a. a. 0., 
S. 49); »An eine solche Begriffabestimmung (der ,Fimktioii') 
knüpft sieh naturgemäß auch die Frage, ob bei Aufrecht- 
erhaltuiig der ganzen in der Definition enthaltenen 
Allgemeinheit es stets möglich sein wird, in einem 
gewissen Intervall eine Funktion y von x fftr alle 
Werte der Variabelen in diesem Intervall durch eine 
oder mehrere, endliche oder unendliche Reihen von 
Rechnungäoperationen, die man mit der Variabelen 
vornimmt, analytisch auszudrücken oder nicht. Diese 
Frage läßt sieh hei dem gegenwärtigen Stand der Wissenschaft 
noch nicht in vollständig befi-iedigender Weise beantworten». 
Ph. E. B. Jourdam hat nun gezeigt (Journ. fflr Math. 
Bd. CXXVIII, 1906, 8. 170), daß es (selbst integrierbave) 
Funktionen gibt, die durch keine Reihe stetiger Funktionen 
darstellbar sind." 

22) Zu S. 90. ({x) kann für alle Stellen [x^ ■ • ■ X] un- 
beschränkt differenliierbar sein, ohne auch nur flir eine einzige 
in eine ^aj/torsclie Reihe entwickelt werden zu können. [Frings- 
heim, a. a. 0., 8. 24, nnd Math. Ann., Bd. XUV, 1894, 8. 74). 

23) Zm S. 94. Sach Pringsheim (a. a. 0., S. 8) sind diese 
Zweifel, die die Cattßhy-Eiemann&oiiQ Definition der analytischen 
Funktion bezüglich des Fortsetzungsbegriffes noch ttbrig läßt, 
freilich ent durch Wewratrass auf Grund seines Funktions- 
begriffes definitiv erledigt worden (Berl. Ber., 1880, S, 729, 
Werke, Bd. U, 8. 210; vgl. auch Pk. L. Seiflei, Journ, für 
Math., Bd. LXXm, 1871, S. 300} TFeiei-sfrrass bemerkt, daß 
die Reihe 
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